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HAUPTAUFSÄTZE 


Die Wärmeübertragung in turbulenten Reibungsschichten* 
Von H. Reichardt in Göttingen. 
(Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut für Strömungsforschung.) 


1. Einleitung. Wenn wir versuchen, das Schrifttum betreffend die Wärmeübertragung 
in turbulenten ‚Reibungsschichten zu überblicken, so ergibt sich etwa folgendes Bild: 

Das vorliegende Problem ist in zahlreichen Untersuchungen behandelt worden '). Wegen 
seiner technischen Bedeutung überwiegt die Zahl der Experimentalarbeiten, in denen unter 
verschiedenen Bedingungen und für verschiedene Anwendungszwecke empirische oder halb- 
empirische Formeln aufgestellt wurden. 

Die theoretischen Grundlagen sind verhältnismäßig selten behandelt worden. Es stehen 
daher der Technik nur wenige allgemeine Formeln zur Verfügung. In Deutschland werden 
hauptsächlich die Formeln von Nusselt und von Prandtl verwendet. In der englischen 
Literatur ist es üblich, die Reynoldssche Theorie anzuführen, die nach den vorgenommenen 

Vervollständigungen von G. I. Taylor etwa dasselbe besagt wie die Prandtlschen Über- 
legungen. 

Den bisherigen Theorien liegen vereinfachende Annahmen zugrunde, wie sie in der 
Technik im allgemeinen nicht zutreffen. Die abgeleiteten Formeln mußten daher durch die 
Experimentalforschung ergänzt und über ihren ursprünglichen Geltungsbereich hinaus erweitert 
werden. Bei der Aufstellung solcher halbempirischer Formeln für die Technik waren natur- 
gemäß die praktischen Gesichtspunkte vorherrschend und die Frage der physikalischen Sinn- 
fälligkeit mußte in den Hintergrund treten. 

Der Wärmeübergangsforschung fehlt also eine allgemeine Theorie des turbulenten 
Wärmeüberganges, aus der sich die technisch wichtigen Sonderfälle ohne Zwang deduzieren 
lassen. Die Lösung dieser Aufgabe ist mit der Erforschung der Strömungsvorgänge in un- 
mittelbarer Wandnähe auf das engste verknüpft. 

Bevor wir die Behandlung dieser Fragen in Angriff nehmen, wollen wir uns einen kurzen 
Überblick über die bisherigen theoretischen Ergebnisse verschaffen. 


*) Auszugsweise vorgetragen auf der Gamm-Tagung vom 4. 5. 1940. 

1) Zusammenfassende Darstellungen finden sich in: H. Gröber u. S. Erk: Die Grundgesetze der Wärmeüber 
tragung, Berlin 1933; ten Bosch: Die Wärmeübertragung, Berlin 1996; H. Lorenz: Beitrag zum Problem des 
Wärmeüberganges, Z. techn. Phys. Bd. 15 (1934), S. 155. 
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2. Kurzer Überblick über die bisherigen Ergebnisse. Durch die Methode der Ähnlichkeits- 
betrachtungen, wie sie von Nusselt und seiner Schule für die Erforschung des Wärmeüber- 
ganges ausgearbeitet wurde, konnte auf den verschiedensten Teilgebieten eine Ordnung der 
Erscheinungen in großen Zügen erreicht werden. Die große technische Bedeutung dieser 
Modellforschung besteht bekanntlich darin, daß man die Einzelvorgänge nicht näher zu kennen 
braucht und daß man auch in komplizierten Fällen zu einfachen Formeln für die Praxis 
gelangen kann. Da man aber keine Einzelheiten über die physikalischen Vorgänge erfährt, 
kann diese Betrachtungsweise nur zu vorläufigen Ergebnissen führen. 


Das Ziel, die Gesetzmäßigkeiten des Wärmeüberganges aus dem örtlichen Verlauf der 
Strömungsvorgänge zu verstehen, hatte sich schon Reynolds’) gestellt. Reynolds geht von 
der Annahme aus, daß der turbulente Mechanismus der Wärmeübertragung der gleiche sei 
wie der Mechanismus der Impulsübertragung. Die Reynoldsschen Betrachtungen sind aber 
bezüglich ihrer praktischen Anwendbarkeit noch unvollständig, und erst durch zusätzliche 
Überlegungen von Taylor°) und Stanton) wurden etwa die von Prandtl entwickelten Er- 
gebnisse erzielt. 

Prandtl’) geht ebenfalls von der Annahme aus, daß Wärme und Impuls durch den- 
selben Mechanismus übertragen werden. Eine vollständige Analogie zwischen diesen beiden 
Vorgängen besteht aber nur SU: wenn in beiden Fällen ähnliche Randbedingungen vorliegen, 


wenn die dimensionslose Zahl ——” (die heute als Prandtlsche Zahl Pr bezeichnet wird) 


eins ist und wenn ein EEE. vermieden wird (wie z. B. bei der Strömung längs einer 
Platte). Dagegen besteht bei Strömungen mit Druckabfall (wie sie z. B. in Rohren und 
Kanälen stattfinden) ein wesentlicher Unterschied zwischen den Gleichungen der Wärme und 
des Impulses. 

Um den technisch wichtigen Fall der Rohrströmung behandeln zu können, hat Prandtl 
fiktive Wärmequellen in der Strömung angenommen, wodurch eine hinreichende Ähnlichkeit 
der Gleichungen des Impulses und der Wärme erreicht wird. Bezüglich der Übertragungs- 
eigenschaften der Strömung wurde die Reynoldssche Anschauung übernommen, daß in einer 
sehr dünnen Schicht in unmittelbarer Wandnähe praktisch nur molekulare Übertragungen 
stattfinden und daß außerhalb dieser Schicht nur der turbulente Austauschmechanismus wirk- 
sam ist und die molekularen Leitfähigkeiten zu vernachlässigen sind. 


Der Wärmequellenansatz führt dann zu einer einfachen Beziehung zwischen der über- 
führten Wärmemenge und dem Strömungswiderstand, die sich in der Form schreiben läßt: 


q C) T, 
Am  — 2 = e u 2 = r s x " > F . . . (1 ). 
m 1 E: n la (Pr 1) m 
m 


Hier ist a„ die auf die mittlere Temperatur 7, bezogene Wärmeübergangszahl, c, die spezi- 
fische Wärme, q, die Dichte des Wärmestromes an der Wand, r, die Schubspannung an der 
Wand, «„, die mittlere Strömungsgeschwindigkeit und «, die Geschwindigkeit an der „Grenze* 
des Überganges von der laminaren zur turbulenten Strömung. 


. s . u . u ’ 
Für die praktische Anwendung der Formel (1) ist die Kenntnis von —* erforderlich. In 


m 
Ermangelung vorliegender Messungen in der äußerst dünnen Wandschicht hat Prandtl°) 
die Stärke der Laminarschicht bzw. den Wert von u, folgendermaßen abgeschätzt. In der 
Laminarschicht besteht ein linearer Geschwindigkeitsanstieg, der durch die Grenzschubspannung 
vorgegeben ist. In der turbulenten Kernströmung herrscht bei nicht zu großer Reynolds- 
scher Zahl das '/,-Potenzgesetz der Geschwindigkeitsverteilung. In demjenigen Wandabstand 
nun, wo die beiden Geschwindigkeitsfunktionen den gleichen Weit haben, soll die „Grenze“ 
zwischen dem laminaren und dem turbulenten Bereich angenommen werden. Die genauere 
Bestimmung der Grenzgeschwindigkeit «,„ soll aber aus den Wärmemessungen selbst erfolgen. 


Die bisher vorliegenden umfangreichen Wärmemessungen haben nun gezeigt, daß bei 
größeren Prandtl-Zahlen wesentliche Abweichungen von der Prandtlschen Formel auftreten. 
Es sind daher von verschiedenen Seiten Korrekturen an dieser Formel vorgenommen worden, 
die den Bedürfnissen der Praxis Rechnung tragen. 


2) O. Reynolds: Proc. Manchester Lit. a. Phil. Soc. 1874. 

3) G. I. Taylor: Rep. a. Mem. Brit. Aeron. Comm. 1916, Nr. 272, S. 423. 

4, T. E. Stanton: Frietion, London 1923. 

5) L. Prandtl: Phys. Z. Bd. 11 (1910), S. 1072. 

6, L. Prandtl: Phys. Z. Bd 29 (1928), S. 487. . r 
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Der Grund für die Abweichungen liegt in der Idealisierung des Überganges von der 
laminaren zur turbulenten Strömung. Dieser Übergang ist naturgemäß ein stetiger. Es gibt 
also: noch eine Zwischenschicht, in der die turbulenten und zähen Schubkräfte von der 
gleichen Größenordnung sind. Da der Übergang zur Turbulenz sehr nahe an der Wand 
erfolgt, war es bisher noch nicht möglich, die Strömungsverhältnisse in der Zwischenschicht 
mit hinreichender Genauigkeit durch Messungen festzustellen. 

Über die Austauschverhältnisse in der Übergangszone hat v. Kärmän ’) abschätzende 
Betrachtungen angestellt und zwar auf Grund einer Extrapolation von Geschwindigkeits- 
messungen Nikuradses nach kleinen Wandabständen. Als Ergebnis seiner Überlegungen 
gibt v. Kärmän folgende Formel für die Wärmeübergangszahl an: 

a, 


-—=1+aya,[(Pr—l)+blogii+c(Pr—-V)] :. . ». »...82). 


a 





(Hier ist a, die Wärmeübergangszahl für Pr=1 und a, b, ce sind Konstanten *).) 

Eine Verfeinerung der Theorie wurde von Taylor °) durchgeführt. Ausgehend von den 
Ansätzen von Reynolds-Taylor diskutiert Taylor den Fehler, der sich bei den Strömungen 
mit Druckabfall durch die mangelhafte Analogie zwischen Impuls- und Wärmeübertragung 
ergibt. Taylor berechnet für ein von Stanton ausgemessenes Geschwindigkeitsprofil das 
dazugehörige Temperaturprofil für Pr=1. Es zeigt sich, daß das Temperaturprofil vom Ge- 
schwindigkeitsprofil etwas abweicht, und zwar ist der Temperaturanstieg an der Wand (und 
entsprechend auch die Wärmeübergangszahl) um einige Prozente geringer als der Geschwindig- 
keitsanstieg. 

Von großem praktischem Interesse ist die Veränderlichkeit der Wärmeübergangszahl 
als Folge der Temperaturabhängigkeit der Stoffwerte. Anscheinend ist dieses Problem theo- 
retisch noch nicht für den turbulenten Wärmeübergang behandelt worden. Die bisherigen 
Theorien setzen kleine Temperaturdifferenzen voraus, damit die Stoffwerte nicht als Funktionen 
der Temperatur bzw. des Ortes erscheinen. Da die in der Technik vorkommenden Temperatur- 
unterschiede im allgemeinen beträchtlich sind, werden die isothermen Formeln durch Ein- 
führung geeigneter Mittelwerte für die Stoffdaten korrigiert '°). 





Während der Drucklegung der vorliegenden Arbeit sind zwei weitere Abhandlungen über die 
turbulente Wärmeübertragung erschienen und zwar von G. D. Mattioli!’*) und E. Hofmann’). 

Ausgehend von besonderen theoretischen Anschauungen über den Turbulenzmechanismus extra- 
poliert Mattioli die turbulente Geschwindigkeitsverteilung in das halblaminare Gebiet, um auf Grund 
dieser Geschwindigkeitsdarstellung sowie der Annahme gleicher Austauschgrößen für die Wärme und 
den Impuls die Größe der turbulenten Wärmeübertragung zu deduzieren. Eine klare Beurteilung der 
nicht leicht verständlichen Ableitungen scheitert aber schon daran, daß die alles entscheidenden Vor- 
gänge in unmittelbarer Wandnähe bei Mattioli nicht hinreichend definiert sind. Es wird nämlich außer 
der halblaminaren Schicht noch eine „Wandschicht“ angenommen, die (nach den Wärmemessungen von 
Bühne (s. unten) sowie den Strömungsmessungen der vorliegenden Arbeit zu urteilen) die Stärke der 
Laminarschicht um ein Mehrfaches übertrifft. Mattioli ist daher gezwungen, in seiner Wandschicht noch 
einen sehr wesentlichen Austausch anzunehmen. Da die Mattiolische Theorie diesen wandnahen Aus- 
tausch nicht näher beschreiben kann, wird der Temperatursprung in der Wandschicht proportional Pr 
angesetzt, wobei m aus Wärmeübergangsmessungen bestimmt wird. 

Bemerkenswert ist aber, daß Mattioli die Temperaturabhängigkeit der Zähigkeit quantitativ be- 
rücksichtigt. Zu diesem Zweck wird eine Verallgemeinerung des dimensionslosen Wandabstandes vor- 
genommen, wie sie in gleicher Weise in der vorliegenden Arbeit angegeben ist (s. Gl. (30)). 

E.Hofmann berechnet die Temperaturverteilung und die Wärmeübergangszahl unter besonderer 
Berücksichtigung der halblaminaren Schicht, wobei die üblichen vereinfachenden Annahmen beibehalten 
werden. Es wird auch der Begriff einer thermischen Grenze zwischen der Kernströmung und einer 
Randschicht übernommen und die Dicke dieser Randschicht diskutiert. Gegenüber von Kärmän (l. ce.) 
ist dadurch ein Fortschritt erzielt, daß die aus Wärmemessungen bei hohen Prandtl-Zahlen folgende 
Laminarschichtstärke eingeführt wird. Der im übrigen willkürlich angenommene Verlauf der wand- 
nahen Geschwindigkeitsverteilung liegt oberhalb der Meßpunkte der vorliegenden Arbeit. 

Die Ansicht Hofmanns, daß die Wärmeübertragung allein aus den Gesetzmäßigkeiten der Strömung 
gefolgert werden könne, und daß hier außer dem Geschwindigkeitsprofil der Prandtlsche Mischungsweg 


”), Th. v. Kärmän: Proc. IV. Intern. Congr. f. Appl. Mechanics 1934. 

8, Nachtrag: Die Kärmänsche Ableitung ist kürzlich erschienen (The Analogy Between Fluid Frietion and 
Heat Transfer, Trans. Amer. Soc. mech. Engrs., Pasadena Publication 118 (1930). In den Ansätzen wurden die üblichen 
vereinfachenden Annahmen gemacht (Konstanz des Wärmestromes, der Schubspannung und der Stoffwerte). Die Kou- 
stanten der Gl. (2) ergaben sielı aus einer Extrap»lation von Gescehwindigkeitsmessungen Nikuradses in Richtung 
zu kleinen Wandabständen. Diese Extrapolation wird aber durch die wandnahen Strömungsmessungen der vorliegenden 
Arbeit nicht bestätigt. 

») G.I. Taylor: Proc. Roy. Soc. Bd. 129 (1930), S. 25. 

10) s. ten Bosch: Die Wärmeübertragung, Berlin 1936, S. 114. 

10) G. D. Mattioli: Theorie der Wärmeübertragung in glatten und rauhen Rohren. Forsch. Ing.-Wes. Bd. 11 
(1940), S. 149. 

10b) E. Hofmann: Über die Gesetzmäßigkeiten der Wärme- und.der Stoffübertragung auf Grund des St römungs- 
vorganges im Rohr. Forsch. Ing.-Wes. Bd. 11 (1940), S. 159. 


21% 








. . 1a Pr . . . Z. angew. Math. Mech. 
300 Reichardt, Die Wärmeübertragung in turbulenten Reibungsschichten Bd. 20 Nr.6 Dez. 1940 





die Grundlage bilde, bedarf aber einer Korrektur. Grundlage jeder Theorie bildet eine Hypothese über 
die turbulente Wärmeausbreitung. Ist aber über das Verhältnis der Austauschgrößen für die Wärme 
und für den Impuls eine Bestimmung getroffen (Hofmann setzt die Identität dieser Größen stillschweigend 
voraus), so folgen die Gesetzmäßigkeiten der Wärmeübertragung allein aus dem Geschwindigkeitsprofil 
ohne Zuhilfenahme irgendwelcher Turbulenztheorien, also auch ohne Anwendung des Prandtlschen 
Mischungsweges, der daher auch im Verlaufe der Hofmannschen Rechnung wieder herausfällt. 


3. Die Aufgaben. Um nachträgliche Korrekturen zu vermeiden und um die hfdrodyna- 
mische Theorie des turbulenten Wärmeüberganges einheitlich darstellen zu können, sind 
folgende Aufgaben zu lösen: 


1. Die Aufstellung einer allgemeinen Formel für die Wärmeübertragung, in der die 
praktisch vorkommenden Grenzbedingungen und Strömungsverhältnisse, insbesondere 
in der Übergangsschicht, berücksichtigt werden können. 

2. Die Untersuchung der Strömungsvorgänge in unmittelbarer Wandnähe für die technisch 
wichtigen Fälle (z. B. glatte Oberflächen, rauhe Oberflächen, praktisch isotherme 
Strömungen, nichtisotherme Strömungen usw.). 

3. Die Einführung der gewonnenen Erkenntnisse über die wandnahe Strömung in die 
allgemeine Formel zur Bildung von Spezialformeln für die einzelnen Anwendungs- 
zwecke und Prüfung dieser Formeln durch Wärmemessungen. 


Über diese Aufgaben ist folgendes zu sagen: 


Die allgemeine Theorie soll in ihrer Darstellung das physikalisch Wesentliche klar 
erkennen lassen und sie soll in ihren formelmäßigen Ergebnissen möglichst einfach sein, um 
in der Praxis mit Nutzen angewendet werden zu können. 

Die Aufstellung einer allgemein gültigen Gleichung für die Wärmeübertragung ist, wie 
wir noch sehen werden, in einfacher Weise durchzuführen. Dagegen bereiten die Strömungs- 
untersuchungen in den wandnahen Schichten erhebliche Schwierigkeiten. Um brauchbare 
Meßergebnisse zu erhalten, müssen besonders starke Grenzschichten erzielt werden. Hierzu 
bedarf es nicht nur großer Strömungsquerschnitte, sondern vor allem auch kleiner Strömungs- 
geschwindigkeiten. Es müssen also kleine Geschwindigkeiten bzw. sehr kleine Staudrucke 
und Druckabfälle gemessen werden. 

Besonders verwickelt werden die Verhältnisse, wenn die Strömung nicht isotherm ist. 
Denn durch den Einfluß des Temperaturfeldes werden nicht nur die Stoffwerte, sondern auch 
die Strömungsvorgänge selbst verändert. 

Beim Vorhandensein von Rauhigkeiten treten weitere Komplikationen auf. Turbulente 
Strömungen an rauhen Wänden sind zwar vielfach untersucht worden und die Gesetzmäßig- 
keiten der „Kernströmung“ in Rohren hinreichend bekannt, doch haben wir noch keine 
zuverlässige Kenntnis über die Strömungsvorgänge in dem wandnahen Gebiet zwischen den 
Rauhigkeiten. 

Die experimentelle Erforschung der wandnahen Strömungsvorgänge stellt also ein 
umfangreiches Arbeitsgebiet dar, das nur abschnittsweise zu bewältigen ist. Zunächst sind 
vom Verfasser die wandnahen Messungen an der glatten Oberfläche in Angriff genommen 
worden. Diese Untersuchungen konnten zwar noch nicht abgeschlossen werden, sie sind 
aber doch so weit gediehen, daß sie eine theoretische Behandlung der Wärmeübertragung an 
der glatten Wand ermöglichen. 

* Eine besonders wichtige Teilaufgabe ist die Prüfung der theoretischen Formeln durch 
Wärmemessungen. Denn die Theorie enthält Annahmen über den Mechanismus der Wärme- 
übertragung, die der Bestätigung durch die Erfahrung bedürfen. Gegebenenfalls sind die 
theoretischen Voraussetzungen den experimentellen Tatsachen entsprechend abzuändern. Die 
zur Prüfung der Theorie dienenden Messungen können für die Klärung der Frage der Turbulenz- 
struktur einen wertvollen Beitrag liefern. 


4. Der Begriff der Prandtischen Zahl. Um die Temperaturverteilung in turbulenten 
Reibungsschichten berechnen zu können, genügt die hydrodynamische Differentialgleichung 
für die Wärmekontinuität (siehe Gl. 47) allein nicht. Man benötigt vor allem eine Beziehung 
für die Temperatur, in der die Besonderheiten des vorliegenden Falles zum Ausdruck kommen 
und die alles Wesentliche wiedergibt. (Dieser gesuchten Temperaturgleichung gegenüber 
stellt die Gleichung für die Wärmekontinuität nur eine Nebenbedingung dar, die selbstver- 
ständlich in allen Fällen erfüllt scin muß.) 


Bekanntlich ist die Prandtlsche Zahl Pr Er für die Form des Temperaturprofiles 





ausschlaggebend. Es liegt daher nahe, vom Begriff der Prandtischen Zahl auszugehen. Um 
zu einer Differentialgleichung zu gelangen, benötigen wir eine Bestimmungsgleichung für Pr, 
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die für jeden Punkt der strömenden Flüssigkeit gilt. Da die einzelnen Faktoren von Pr 
örtliche Bedeutung haben, ist die Aufstellung einer solchen lokalen Beziehung möglich. 

Es sei q die Dichte des Wärmestromes und r die Dichte des Impulsstromes oder die 
Schubspannung. Wir wollen annehmen, daß Wärmestrom und Impulsstrom in einem Raum- 
punkt die gleiche Richtung y (bzw. — y) haben, welche senkrecht steht auf der Richtung 
der zeitlich mittleren Geschwindigkeit «. In dem für den Wärmeübergang ausschlaggebenden 
Flüssigkeitsbereich nahe der Körperoberfläche ist y senkrecht zur Wand und « parallel zur 
Wand. 

Der Gesamtimpuls r setzt sich zusammen aus dem Anteil „ durch die molekulare 
Übertragung und dem Anteil 7; durch die turbulente Austauschbewegung. Das Entsprechende 
gilt für den Wärmestrom. Wir haben also folgende Gleichungen: 


Be ra ee te 
Be ee enter ae 


Ist u der Zähigkeitskoeffizient, 4 der Wärmeleitkoeffizient, A der Austauschkoeffizient 
für den Impuls, A, der Austauschkoeffizient für die Wärme, c,„ die spezifische Wärme, u bzw. 
T die zeitlichen Mittelwerte der Geschwindigkeit bzw. der Temperatur, «’ bzw. v’ die Ge- 
schwindigkeitsschwankungen in der &- bzw. y-Richtung und 7’ die Temperaturschwankung 
so kann man für die Teilströme des Impulses und der Wärme schreiben: 





- du 5 
Tu zu d ae te (2), 

du en 3 
um: dy- EN IH a et ar 

BE _ 
zn y (), 

aT re 

Gt=C9 A, d Dr „oO ET EEE NE N 


Durch diese Ausdrücke sind die Koeffizienten «, /, A und 4A, definiert. (Die Darstellung der 
Größen r; bzw. q: durch die Produktmittelwerte der Schwankungen [die im 9. Kapitel ihre 
Erklärung finden wird] ist für die vorliegenden Betrachtungen zunächst ohne Belang.) 
Die G]. (5) bis (8) liefern uns nun folgende Proportion: 
4 A % T} 
It _ 4 pt —pr' nö a Ale ea de 
Im A Tı Tn 
Somit ist das Verhältnis des turbulenten Wärmestromes zum molekularen Wärmestrom 
proportional dem Verhältnis der turbulenten Schubspannung zur molekularen Schubspannung. 


. . . N A, . x - . . . 
Der Proportionalitätsfaktor ist Pr’ = N Pr, eine Größe, die wir als „allgemeine Prandtl- 


Zahl“ bezeichnen wollen. 
Die Proportion (9) führt also zu einer Erweiterung des Begriffes der Prandtl-Zahl für 


Kan i ’ . i ’ A nlin 
turbulente Strömungen. Hier tritt an Stelle von Pr im allgemeinen Pr’ = n Pr. Nur in dem 


Sonderfall, wo die Austauschgrößen für den Impuls und für die Wärme übereinstimmen, 
sind Pr und Pr’ identisch. 

Da sich die Gl. (9) auf eine Strömung bezieht, in der sowohl turbulente als auch 
molekulare Schubkräfte wirken, eignet sie sich gerade für die Darstellung der physikalischen 
Vorgänge in der Übergangsschicht. Die Behandlung der Wärmeübertragung wird also in der 
vorliegenden Arbeit von der Übergangsströmung aus begonnen, wobei die „voll turbulente“ 
Strömung im Inneren und die laminare Bewegung an der Wand '') als Sonderfälle der all- 
gemeinen Strömung aufgefaßt werden. 

Eine Vorstellung von der physikalischen Bedeutung der Prandtl-Zahl erhalten wir am 
besten bei der Betrachtung der Übergangsschicht für extrem hohe Werte von Pr’ (stark 
zähe Flüssigkeiten). In diesem Fall ist selbst an den Stellen der Übergangsschicht, wo nur 


11) Da in unmittelbarer Wandnähe die Austauschbewezung senkrecht zur Wand nicht möglich ist, verschwindet 
die turbulente Seheinreibung und die Impulsübertragung kann nur durch innere Reibung erfolgen. Der turbulenten 
Druckscehwankungen wegen ist aber auch die Strömungsgescehwindigkeit in unmittelbarer Wandnähe zeitlichen Schwan- 
kungen unterworfen. Die Kontinuität dieser Flüssigkeitsbewegung wird im wesentlichen durch die seitlichen Quer- 
schwankungen aufrechterhalten, so daß die Wandströmung praktisch parallel zur Oberfläche gleitet. In diesem Sinne 
ist die zähe Wandströmung auch „laminar“. 
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noch eine geringe Turbulenz herrscht (7, <r,„), praktisch nur turbulente Wärmeübertragung 
vorhanden (> 4m). In diesem Extremfall ist also die molekulare Wärmeübertragung so 
geringfügig, daß bereits eine schwache Konvektion eine Art „Kurzschluß“ für den Wärme- 
strom bedeutet. Daher sind die turbulenten Temperaturprofile bei hohen Prandtl-Zahlen 
so ausgeglichen. 

Auch für den Sonderfall Pr’—=1 unc I- konst. läßt sich die turbulente Temperatur- 


: ee Tı ( ( dT & : i i 

verteilung sofort angeben. Es ist It _ oder =" _ j.; Hier stimmen also die Profile 
d Am Tm T m au } 

der Temperatur und der Geschwindigkeit miteinander überein. (Die Bedingung q = ist in 


der Reibungsschicht einer ebenen Platte recht gut erfüllt.) 
5. Die allgemeine Temperaturgleichung. Die Temperaturverteilung erhalten wir aus dem 


daT 
Betrage des molekularen Wärmestromes qm =/ 


j 77° Wir müssen daher in Gl. (9) g; durch 


i re ie e : RS i 
4— 4m ersetzen. Führen wir noch das Verhältnis I ein, so ergibt sich mit (5) und (7): 


Gun. 44T q|r 


er — Are (10). 
m uadu 1+ (Pr -Ur/t 
In diese allgemeine Beziehung soll noch die Grenzbedingung an der Wand eingeführt werden. 
a ”r 
Es ist 

nn Mike 


du), 4% 


j dT ER i r i 
und somit, wenn [, Aus (10) entnommen und nach Einführung von (11) integriert wird, 
du 


. u ko 4 T, 
T 1.=(4.) (de 7" is Ei a a Koax A 
147 Pr—ı)- 
« A T 


I) e 





mn 


daT\. 2 ; u 
Der Faktor F a ist durch Erstrecken des Integrales über den gesamten Geschwindigkeits- 
0 


bereich der Reibungsschicht zu ermitteln. 
a7, (‘ T /du 
du ): \dy/dy 
führte Wärmemenge. Der Wärmeübergang wird also hier aus der Temperaturverteilung er- 
halten. 

Die zur Berechnung der Temperaturverteilung aufgestellte Gl. (12) hat allgemeine 
Gültigkeit. Denn die bisherigen Betrachtungen beruhen lediglich auf einer passenden An- 
ordnung und Umgestaltung bekannter Definitionen und es sind außer der Grenzbedingung 
einer laminaren Wandschicht keine speziellen Annahmen über die Strömung in die Rechnung 
eingegangen. 

Die vorstehende Ableitung zeigt, daß man auch ohne die allgemeinen hydrodynamischen Gleichungen 
(siehe Gl. (46) und (47)) in elementarer Weise zu einem allgemeinen Ergebnis kommen kann. Das liegt 
daran, daß die Grundlage jeder Theorie, ganz unabhängig von der gewählten Rechenmethode, auf 
einer Aussage über die Austauschbewegungen beruht (es wird beispielsweise 7’ proportional w’ ange- 
gesetzt, oder etwas allgemeiner, Ay = 4 angenommen, oder es wird, wie im vorliegenden Fall, Ay/A 
einer späteren Bestimmung vorbehalten). Dieser einfache hypothetische Inhalt der Theorie wird auch 
aus der im 10. Kapitel gegebenen eindimensionalen Darstellung der Prandtlschen Analogiebetrachtung 
ersichtlich, welche die Überleitung zu der Behandlungsweise der vorliegenden Arbeit erkennen läßt. 


Für die Weiterbildung der Temperaturgleichung (12) fehlen noch Angaben über A,/A, 


Der Temperaturgradient | ) ist ein Maß für die an die Wand über- 
o 


gr Tr . . wm 8 n 2 

- 2 und ef die wir nun nachträglich einführen müssen '?). 

0 

Ay 


f als konstant vor- 


Um überhaupt eine Rechnung durchführen zu können, wollen wir 


aussetzen. Der Wert von 1 ist aus Versuchen zu ermitteln (Näheres siehe im 11. Kapitel). 
£ 
12) Dieses nachträgliche Einführen in die Temperaiurgleichung (anstatt in den Ansatz) bringt den wesentlichen 
Vorteil, daß die Theorie nieht von vornherein auf spezielle Annahmen festgelegt ist und daß man den Einfluß einer 
bestimmten Aussage auf den Temperaturverlauf und den Wärmeübergang unmittelbar erkennen kann. Auch läßt sich 
bei etwaigen Abweichungen zwischen Theorie und Experiment leicht überblicken, in weleher Richtung die Annahmen 
abgeändert werdeu müssen, 
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( 
Der Ausdruck 7° kann nicht willkürlich festgesetzt werden. Denn der Wärmestrom q 


0 
ist durch die Differentialgleichung der Wärmekontinuität in bestimmter Weise mit der Tempe- 
ratur 7 verknüpft (siehe Gl. (47)). Wir können aber ohne Zuhilfenahme der Wärmegleichung 
eine erste Näherung der Temperaturverteilung erhalten, wenn wir voraussetzen, daß die 
Wärmegrenzschicht etwa die gleiche Ausdehnung hat wie die Reibungsschicht. 


In diesem Fall verschwindet der Wärmestrom etwa dort, wo die Schubspannung Null 


. Pi r ( T . r* Per Den 
wird, während an der Wand + —1 und auch ——1 ist. Wir können also für den gesamten 
0 0 


Bereich der Reibungsschicht schreiben: 


4T, 
(oT 


ET er ENT A 


wobei k, wenigstens in der Nähe der Wand, klein gegenüber 1 ist. 


In turbulenten Reibungsschichten ist nun der Anstieg der Geschwindigkeit in Wand- 
nähe sehr stark. Der größte Teil des Geschwindigkeitsbereiches « liegt also in einem Gebiet, 
wo k klein ist. Man darf daher für die Integration T über « der Gl. (12) in erster Näherung 


qr Kenn . g ud e Tı 
> i -] setzen‘). Auch dürfen wir zunächst i » ] annehmen und können, wenn — vor- 
0 Us # T 


gegeben ist, die Integration ausführen. 


Auf diese Weise erhalten wir eine erste Näherung der Temperaturverteilung, mit der 
sich der Wärmestrom ungefähr ermitteln läßt (siehe Kapitel 9). Mit Hilfe der Wärnmiestrom- 
verteilung gelangen wir dann zur zweiten Näherung des Temperaturverlaufes, die praktisch 
die Endlösung für konstante Stoffwerte darstellt. 

Wir wollen nun an Hand der Gl. (12) einige qualitative Vergleiche ziehen über die 
Temperaturprofile verschiedener Reibungsschichten, die bezüglich des Verlaufes von 


näherungsweise übereinstimmen (dies ist beispielsweise bei den Strömungen des „universellen 
Wandgesetzes“ der Fall (Rohr, Kanal oder ebene Platte), wenn die Reynoldssche Zahl die 
gleiche ist). 
a dg dr ; ” 
An der ebenen Platte ist sowohl F „) —=0() als auch (a ‚) =0. Die Annahme k -0 für 
w/o J/o 
den größten Teil des Geschwindigkeitsbereiches ist daher an der Platte besonders gut erfüllt. 
Hier gibt es also keine wesentlichen Unterschiede zwischen der ersten Näherung und der 
endgültigen Lösung von T. Man kann daher die Temperaturverteilung der ersten Näherung 
etwa als die Temperaturverteilung an der Platte ansehen '*). 


Bei den Strömungen mit Druckabfall besteht ein nicht zu vernachlässigender Unter- 
schied zwischen der zweiten und der ersten Näherung bzw. zwischen den tatsächlichen Pro- 


filen und dem „Plattenprotil* der Temperatur. Während bei Druckabfall (3 ,) <0 ist, hat 


R do ! dı & er 
man an der ebenen Kanalwand | n —=0 und im Rohr sogar Fri >0 (siehe Kapitel 9). Dar- 
0 


aus folgt für die Verteilungen der Temperatur, daß das Rohrprofil stärker vom Plattenprofil 
abweicht als das Kanalprofil, und zwar ist nach Gl. (12) der Temperaturanstieg an der Rohr- 
wand flacher als an der Kanalwand und noch flacher als an der ebenen Platte (siehe auch 
Bild 4). 


Für die quantitative Behandlung von Beispielen empfiehlt es sich, die Integration der 
Temperaturgleichung abschnittsweise vorzunehmen und zwar über dem laminaren Abschnitt, 
dem Übergangsbereich sowie dem eigentlichen turbulenten Bereich. Kennzeichnen wir die 
Grenze am Ende des Laminargebietes mit dem Index a und den Beginn des turbulenten Be- 
reiches mit dem Index 5, (s. u.) und führen noch die Substitution (13) ein, so ergeben sich 
aus (12) die Gleichungen: 

13) Bei Anlaufvorgängen, die durch unstetige Änderungen der Wandtemperatur hervorgerufen werden, ist diese 
Näherung nicht möglich. An solehen Sprungstellen ist die Wärmegrenzschicht zunächst "sehr viel dünner als die 


Reibungsscehieht und es spielt dann der Verlauf des Wärmestromes eine wesentliche Rolle. Thermische Anlaufstrecken 
in vorhandenen Reibungsschiehten sind aber nur kurz (siehe H. Latzko, Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921), S. 268). 


14) Wenn auch die Verläufe von 7 und q an der Platte weitgehend ähnlich sind, so können sie doch nicht über- 
einstimmen, da q von Pr’ abhängt, 7 dagegen nicht. Daraus folgt auch für die Platte ein geringer Unterschied zwischen 
dem wirklichen Temperaturprofil und der ersten Näherung von T. 
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du eh, r 
m = = 1) ze fi ; ö 3 x 12a k 
1 (a r). 3 jq " W<A<H,) ( ) 
0 
us 
du Z ;i+k) 
r(; r) = B= | Zt z d u ( Tı < T< Ty.) - (12b), 
2 1+(Pr' —1) — 
0 a 
a bo 


en (4 re) m—u,, + \kdw) 
T ( 7) En Ag Colt bo 
dT), 


. Pr, (1 1 le) 


v 


(u; 1< 9) . R . (12e) 


(9 = maximale Temperaturdifferenz zwischen Wand und strömender Flüssigkeit). Hierzu ist 
noch folgendes zu sagen: 

Für den Laminarbereich brauchte k nicht berücksichtigt zu werden. Eine generelle 
Vernachlässigung von k für das hauptsächliche Strömungsgebiet ist aber nicht statthaft. Der 
Index t soll besagen, daß ein Mittelwert für den turbulenten Bereich vorliegt (und zwar 
über « gebildet). 

Für den eigentlichen turbulenten Bereich ist zu beachten, daß bei kleineren Reynolds- 


schen Zahlen - noch merklich kleiner ist als 1 (siehe Bild 2) bzw. daß - nicht verschwin- 


n r a ap % 
det. Es kann aber näherungsweise S -(#) = konst. gesetzt werden. Die Stelle, wo = den 
t 


R T . ö . : u r ® 
Mittelwert (*) gerade erreicht, wird als die mit b, bezeichnete Turbulenzgrenze aufgefaßt. 
rn 


= r \ . Mr . r > Tr 
Zur weiteren Behandlung der Temperaturgleichungen müssen wir den Verlauf von = 


sowie die Grenzgeschwindigkeiten u, und u, bzw. «,, kennen. Wir müssen uns also über 
die wandnahen Strömungsvorgänge unterrichten. Dabei wollen wir uns auf die Vorgänge an 
der glatten Wand beschränken und nur solche Strömungen betrachten, die dem „universellen 
Wandreibungsgesetz“ gehorchen. 


6. Die Strömungsvorgänge an der glatten Wand. Die Messungen von Nikuradse'’’) 
haben gezeigt, daß sich die turbulente Geschwindigkeitsverteilung näherungsweise durch 
folgende universelle Beziehung darstellen läßt: 


=5,75logy'+B. EN EIER ee 


Hier ist die dimensionslose „Schubspannungsgeschwindigkeit“ durch 
/t 
all Eee 
0 


definiert und der dimensionslose Wandabstand durch 


We 
=! BE a TE ED 
Die Konstante B hängt von den Bedingungen an der Wand ab. Für glatte Wände be- 
trägt B näherungsweise 5,5. In der halblogarithmischen Auftragung von Bild 1 ist Gl]. (14) 
durch eine Gerade dargestellt. - 
Auch für die laminare Wandschicht läßt sich die Geschwindigkeitsverteilung mittels — 
und y* darstellen. ° Durch eine entsprechende Umformung des Poiseuilleschen Gesetzes 
erhält man 


en 7 Mn 
a ee 


wobei „=y/r und r der Halbmesser des Rohres oder Kanales bzw. die Stärke der Reibungs- 
schicht bedeutet. Im allgemeinen ist die Laminarschicht so dünn, daß E gegenüber 1 ver- 
nachlässigt werden kann und somit praktisch 5 

s J. Nikuradse: VDI-Forschungsheft 356, Berlin 1932. — Siehe auch den zusammenfassenden Bericht von 
L. Prandtl: Neuere Ergebnisse der Turbulenzforschung, Z. VDI Bd. 77 (1933), S. 105. 
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Gl. (17a) ist also die universelle Darstellung der Geschwindigkeitsverteilung für die 
Laminarzone. In der halblogarithmischen Auftragung von Bild 1 ergibt Gl. (17a) die 


r u : 
durch den Punkt log y*=1, > 10 gehende Kurve. 


Über die Strömungsverhältnisse in dem Gebiete des Übergangs von der laminaren zur 
turbulenten Strömung liegen nur wenige Beobachtungen vor. Denn die Wandschicht ist in 
den meisten Fällen so dünn, daß sich hinreichend genaue Strömungsmessungen darin kaum 
ausführen lassen '°). 

Da nun die Durchführung unserer Theorie die Kenntnis des Schubspannungsverhält- 

e u. 
nisses — I 
T 
der Wandschicht erzielt werden, daß ein Ausmessen der Wandströmung möglich wurde. 

Die Stärke der Laminarschicht y,„ und die Grenzgeschwindigkeit «„ sind durch be- 
stimmte Werte y,* bzw. u,“ der universellen Parameter gekennzeichnet. %. vergrößert sich 
gemäß (16) mit abnehmendem «*. Das Herabsetzen von «* findet allerdings seine Grenze 
darin, daß bei zu kleinen Schubkräften die kritische Reynoldssche Zahl unterschritten und 
dadurch die Strömung im ganzen laminar wird. Es ist daher zweckmäßig, an Stelle von u* 


ty, d 


n Wandnähe zur Voraussetzung hat, mußte in einem Sonderfall eine solche Stärke 


. r ı . en n u” a ee 
die Reynoldssche Zahl Re= einzuführen. Man erhält dann für die Stärke der Wand- 


schicht 
Ya d 
ı = TE Gr 
Ya Re] fü [8 
wobei der von Re abhängige sogenannte Widerstandsbeiwert £ durch die Gleichung definiert 
PP _[OUm’ 


or. Pı i sn <a 
ist: j 7 ag , woraus sich 


(18), 


RE ° 
BE a EN a at FR et er 
% u m 5 
berechnen läßt (© nimmt schwach mit Re ab). 

Die Stärke der Wandschicht wächst also mit dem Durchmesser d des Rohres oder Kanales, 
in dem die Strömung erfolgt und nimmt ab mit der Reynoldsschen Zahl Re. Bei vor- 
gegebener Reynoldsscher Zahl ist y„/d unabhängig von der Wahl des strömenden Mediums. 

Die wichtige Zahl y.*, deren genauer Wert zunächst noch unbekannt ist, liegt, nach den 
bisher vorliegenden Messungen zu urteilen, unterhalb von 10. Die kritische Reynoldssche 
Zahl beträgt etwa 3000, das dazugehörige £ = 0,04. Somit ist 
d 
20 

Es zeigt sich also, daß man selbst für die kleinstmögliche Reynoldssche Zahl den 
Strömungsdurchmesser ziemlich groß wählen muß, um mit einer Sonde Geschwindigkeits- 
messungen bis in die laminare Wandschicht hinein ausführen zu können '”). 


Ya < (20). 


Die Erzielung einer hinreichenden Grenzschichtdicke durch Vergrößerung des Strömungsdurch- 
messers bringt aber eine grundsätzliche Schwierigkeit mit sich. Wenn die Vergrößerung des Durch- 
messers den beabsichtigten Zweck erreichen soll, so darf dabei die Reynoldssche Zahl nicht wachsen 
(siehe Gl. (18)). Das heißt also, die Geschwindigkeit muß in demselben Maße abnehmen, wie der Durch- 
messer steigt. Dadurch verringern sich aber die Staudrucke und Druckabfälle quadratisch mit dem 
Strömungsdurchmesser bzw. mit der Grenzschichtdicke. 

Das ersehen wir beispielsweise am Staudruck der mittleren Geschwindigkeit “,,. für den wir 


ar en du 
bei Einführung von Re= —* erhalten: 
v 
2 2 
5 Um” = (21). 
2 20d? 


Zur Bestimmung der Größenordnung dieses Staudruckes wollen wir einige Zahlenwerte einsetzen. 
Es sei Re » 3000 und d=25 cm (ein Durchmesser, wie er bei den später mitgeteilten Messungen vor- 
handen war). Bei Luft als strömendem Medium hat man dann unter normalen Verhältnissen (wu > 1,8- 10%; 
o = 1,2-10°) 

€ Un? =» 2-10? mm W.-8. 

16) Die größte Wandnähe hat wohl Stanton mit seinem „Surface tube“ erreicht (Proc. Roy. Soc. A, Bd. 97 (1920), 
S. 413. Aber auch diese Meßergebnisse sind für die vorliegenden Betrachtungen nicht ausreichend. 

17) Schon mit Rücksicht auf die Beeinflussung des Meßgerätes durch die Wand ist eine möglichst starke Wand* 
schicht zu erstreben. 
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Der zu messende Druckabfall ist von derselben Größenordnung!*). Bei strömendem Wasser sind diese 
Drucke etwa vierfach größer und erst bei Verwendung von zähem Öl kommt man auf die Größen- 
ordnung von i mm W.-S. Sollen diese Druckdifferenzen auf etwa 1% genau gemessen werden, so liegen 
die erforderlichen Manometerempfindlichkeiten etwa zwischen 10°? und 10° mm W.-S. 

Die Aufgabe, die für den Wärmeübergang ausschlaggebenden wandnahen Strömungsvorgänge 
möglichst genau zu untersuchen, führt also zu der technischen Aufgabe, äußerst geringe Druckdifferenzen 
zu messen !?). Solche Messungen können nun mit dem Mikromanometer des Verfassers (dessen obere 
Empfindlichkeitsgrenze 10° mm W.-S. beträgt) ausgeführt werden ?®). 

Die für die vorliegende Arbeit benötigten turbulenten Strömungsmessungen wurden am Ende 
eines flach rechteckigen Kanales von 25 cm Höhe, 1 m Breite und 16 m Länge ausgeführt und zwar bei 
einer Maximalgeschwindigkeit von 80 em/s°?!). Es wurden feine Pitotrohre und Hitzdrähte verwendet. 
Das Eichen der Hitzdrähte für die Messungen in unmittelbarer Wandnähe geschah in der Parabel- 
strömung eines 3 em hohen und 30 cm breiten „Laminarkanals“, in dem bei gleichen Wandabständen 
das gleiche r, eingeregelt wurde wie im Turbulenzkanal. rt, wurde aus der Maximalgeschwindigkeit 
und auch aus dem Druckgefälle ermittelt. 

Die Messungen waren dadurch sehr erschwert, daß die schwachen Strömungen schon durch ganz 
geringfügige äußere Einwirkungen gestört wurden. Beispielsweise verursachten kleine Temperatur- 
unterschiede zwischen dem Luftstrom und den Wänden (die durch unvermeidbare Schwankungen der 
Raumtemperatur hervorgerufen waren) nicht unbeträchtliche Veränderungen in der Geschwindigkeits- 
verteilung. Daher war das turbulente Geschwindigkeitsprofil meist etwas unsymmetrisch und somit u* 
an der oberen und an der unteren Wand verschieden. 

Dazu kam ferner, daß sich aus dem gemessenen Druckgefälle ein mittleres «* ergab, das im Ver- 
gleich zu Messungen anderer Autoren zu groß war. Die untersuchte Kanalströmung war offenbar noch 
nicht ganz ausgebildet (bei einem Rohr hätte die Länge von 64 Durchmessern ausgereicht). Da aber 
das Druckgefälle für alle Meßpunkte konstant gehalten wurde, war es möglich, das mittlere «* aus 
einem. Anschluß der vorliegenden Messungen an zuverlässige Messungen anderer Autoren bei höheren 
4*-Werten zu bestimmen. Hierzu wurden Meßpunkte von Nikuradse (l. c.) herangezogen (siehe die 
hellen Kreise in Bild 1), und zwar wurde eine solche Auswahl von Meßwerten getroffen, daß die mit 
unsicheren Korrekturen behafteten wandnahen Punkte Nikuradses unberücksichtigt blieben. (Ebenso 
wurden auch die Meßwerte des Stockholmer Vortrages, die aus dem Rahmen der zahlreichen anderen 
Messungen Nikuradses herausfallen und offensichtlich zu hoch liegen, fortgelassen.) 


. i } 2 x M 
Das Ergebnis der wandnahen Messungen zeigt Bild 1. Die „»' Meßpunkte nähern sich 


5 ” “ . ö .u Pr A R . 
nur ganz allmählich der laminaren Kurve. Diese wird etwa bei =; x 1,5 erreicht, ein Wert, 


der wesentlich tiefer liegt als man bisher geschätzt hatte. 
= Ze ‚ t 2 u 2 ' a 
Der Wert „= 1,5 ist aber noch ziemlich unsicher und es müßte eine wesentlich höhere 


Meßgenauigkeit erreicht werden. Dabei ist allerdings zu bedenken, daß eine sehr genaue 
du /(du 
0 y 
nicht möglich ist. Dafür läßt sich aber die Laminargrenze aus Wärmeübergangsmessungen 
bei hohen- Prandtl-Zahlen besser ermitteln. Nach Wärmemessungen von Bühne zu 


.; % u i 
urteilen, scheint * etwas größer zu sein als 2 (siehe Kap. 11e). 


Bestimmung jener Grenze, wo ) wird, aus Geschwindigkeitsmessungen naturgemäß 
0 


Die gemessene Geschwindigkeitsverteilung des Übergangsbereiches läßt sich näherungs- 
weise durch folgende Gleichung darstellen: 


f 1e\ z | 2 
* * 
N ( u u*\ Ya (1 3 Y 1 2 Ya = y* 22) 
n eu 5 Em - s , “ . 5 ’ 2ö) 
 db—a b—a b—a \ 
wobei die Bezeichnungen 
Un In 
0a0=— b — 
u* u” 


bedeuten. Hier ist «„ die Geschwindigkeit an der Laminargrenze und «, eine passend ge- 
wählte Geschwindigkeit an der Turbulenzgrenze. 


18) Bei Re — 3000 ist der Druckabfall etwa 0 u, wenn die Meßstrecke 100 Durchmesser beträgt. 

19) Die Bestimmung der Geschwindigkeiten kann weitgehend ohne Druckmessungen erfolgen. In der Grenz- 
schieht ist es allein schon aus Platzgründen ratsam, an Stelle eines Staurohres ein Hitzdrahtgerät oder ein Faden- 
anemometer zu verwenden. Diese Geräte müssen aber geeicht werden, wobei die Bestimmung der Eichgeschwindig- 
keiten am besten auf Druckmessungen zurückgeführt wird. Außerdem sind Druckabfallmessungen zur Kontrolle der 
wirksamen Schubspannung erwünscht. 

20) H. Reichardt: Staudruckmessung kleiner Windgeschwindigkeiten. Meßtechn. Bd. 14 (1938), Heft 3, S. 1. 
Siehe auch die Druckschrift „Mikromanometer‘ der Aerodynamischen Versuchsanstalt Göttingen E. V. 

21) Die wandnahen Messungen wurden von Herrn H, Schuh durchgeführt, die Messungen für größere 4*-Werte 
von Herrn H. Motzfeld. 
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Normalerweise kann auch in der Uebergangsschicht 5 gegenüber 1 vernachlässigt wer- 
den, so daß dann Gl. (22) ein universelles Gesetz darstellt. 

In Bild 1 ist Gl. (22) für die Konstanten a=1,5 and b=15,5 dargestellt. (Die Kurve 
; u ü \ A BET ” ” 
ist oberhalb von „= 15 gestrichelt, da sie hier ihren physikalischen Sinn verliert.) Wie 
man sieht, werden die Messungen recht befriedigend durch die gewählte Gleichung wieder- 
gegeben. 

Wir müssen noch begründen, weshalb wir die Geschwindigkeitsverteiluünze im Über- 
gangsgebiet gerade durch die Gl. (22) angenähert haben, obwohl auch eine andere ähnliche 
Funktion möglich wäre. 

Wir brauchen das Verhältnis x Um diese Größe zu bestimmen, wollen wir zunächst 


Gl. (22) differenzieren: 


d (=) b— u[u* 


er (23). 
(dt—n)dy* b—a 
Hier kann man setzen 
u 
als) 
u* u du Tu 4 
* Pr (24). 
dy* on’dy m 
Führt man ferner die Gesamtschubspannung 
BR DE a ee er a 


> 


einer ausgebildeten Strömung mit Druckabfall’”) ein, so erhält man folgende einfache Be- 
ziehungen für die Schubspannungen: 


22) Die Abhängigkeit von n ist unwesentlich, da es sich hier um Wandgesetze handelt. Man kann auch — rg 
setzen. 
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Bild 1. Universelle Geschwindigkeitsverteilung in Wandnähe. 
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m __W— U (26) 
-= N EEE SB IHR IEHT 
= 


2 u—u 7 
= (27). 
T wu 
Da die Gl. (22) für «< u, recht gut durch die Messungen bestätigt wird, so wird der 
, T s n „ e a \ 
wahre Verlauf von 1“ auch nicht sehr von dem durch G]. (27) dargestellten Verlauf abweichen. 


Eine Unsicherheit besteht allerdings an den Grenzen a und b. 


“ ei ai . re ® . u bi 
Bei Einführung der im folgenden noch häufig verwendeten Bezeichnung 9 = ir folgt 
aus Gl. (27) 
U 
y—a 

u_w*' 27.) 

- . . . . . . . . . . . . . (26: 

T b—a ui 


(U = Maximalgeschwindigkeit am Rande der Reibungsschicht). u ist nach Gl. (14) eine Funk- 
tion von r* (d.h. dem 4*-Wert am Rande der Reibungsschicht im Abstande r von der Wand). 
Die Abhängigkeit Re(r*) ist durch die identische Gleichung dargestellt 

U U... Ur 


Re=— r"=— a, at A 
2 Um u* u" v (8) 


’ ee En. i : t 
(u, = mittlere Geschwindigkeit). 71 „m ist eine Funktion von Re. 





















. . Tı “ . 
ö Res’ 0° 0°50' Bild 2 zeigt = für verschiedene Reynoldssche 
—- Tr ku a be 
| | / r \ . en .. 
Zahlen als Funktion von 9 und zwar für das Übergangs- 
gebiet nach Gl. (27a) und für den turbulenten Bereich 
u nach Gl. (14). Es wurde a = 2,0 und b= 15,5 angenommen 
(siehe Kap. 11e). 
EEROREN Bi u ; s 
u BO Die wirkliche Po, erteilung wird für kleine g-Werte 
wahrscheinlich von der Darstellung des Bildes 2 ab- 
04 weichen. Denn der Unterschied zwischen der Laminar- 
kurve und der durch Gl. (22) angenäherten Geschwindig- 
keitsverteilung (siehe Bild 1) ist bei kleinen Geschwindig- 
a— . . N . » 
keiten geringer als der Streubereich der Meßpunkte, so 
| e . m . . 
| daß sich über den wirklichen eh erlauf nahe der La- 
N L 
o mn 02 04 06 08 10 


minargrenze, sowie über die Laminargrenze selbst nichts 


Bild2. Das Verhältnisder turbulenten Schub- Genaues aussagen läßt. 


spannung 7; zur Gesamtschubspannung 7 als 


Funktion der dimensionslosen Geschwindig- m r . e Tr r 
keit dinttitnnz bei versshleisnen Mey- Einzelheiten im Verlauf von = spielen aber vorerst 


noldsschen Zahlen. r m ne . 
keine Rolle. In Anbetracht der früheren Einteilung der 
Reibungsschicht in nur zwei Zonen, an deren Grenze z von Null auf Eins springt, dürfte es 


zunächst genügen, wenn man die Vorgänge in der Übergangsschicht nur näherungsweise kennt. 

Die frühere Zerlegung der Reibungsschieht in einen laminaren und einen turbulenten 
Bereich wird durch die beiden Vertikallinien in Bild 2 angedeutet. Die gestrichelte Linie 
gilt für Re=4.10* und a=2, die strichpunktierte Linie für das gleiche Re, aber für a=8,8 
(der letzte Wert entspricht dem Prandtlschen Vorschlag von 1928 (l. e.). Bei kleineren 
Prandtl-Zahlen ist a=8,8 günstiger als a—=2. Bei sehr hohen Prandtl-Zahlen dagegen, 
bei denen die Übergangsschicht bezüglich der Wärmeübertragung als zum turbulenten Be- 
reich gehörig betrachtet werden kann (siehe Gl. (9)), stimmt a=2 gut, während a=8,8 eine 
viel zu kleine Wärmeübergangszahl liefert (siehe 11. Kap., Bild 13). 


7. Über die Rückwirkung der Temperaturabhängigkeit der Stoffwerte auf die Strömungs- 
vorgänge. Sind die Stoffwerte Funktionen der Temperatur, so wird nicht nur die ursprüng- 
lich vorgegebene Strömung verändert, sondern es werden auch mit abnehmender Temperatur 
stromabwärts ständige hydrodynamische Veränderungen eintreten, vor allem bei nichtvolum- 
beständigen Flüssigkeiten. Es gibt also hier — im Prinzip wenigstens — keinen Flüssigkeits- 
abschnitt mit affinen Profilen der Geschwindigkeit oder der Temperatur. 
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Da ja nach der Höhe der Temperaturdifferenzen und je nach den Unterschieden in den 
Temperaturkoeffizienten der einzelnen Stoffwerte die verschiedensten Profile und Profilentwick- 
lungen auftreten, ist eine allgemeine Behandlung des Problems kaum möglich und man muß 
sich auf die Untersuchung der einfachen Fälle mit affinen Temperaturprofilen beschränken, 
die bei nicht zu hohen Temperaturdifferenzen praktisch verwirklicht sind. 

Verändert man die Zähigkeit einer isothermen Reibungsschicht von », auf v, und läßt 
die übrigen Daten insbesondere «* unverändert, so erfolgt gemäß der Näherungsgleichung (14) 
lediglich eine Parallelverschiebung des turbulenten Geschwindigkeitsprofiles (siehe Bild 6a) 
um die Geschwindigkeitsdifferenz 


u v 
I ERRRRE en ni aan a aan 
v, 


Daraus folgt, daß die Zähigkeit im voll turbulenten Bereich praktisch keinen Einfluß auf die 
dortigen physikalischen Vorgänge ausübt, sondern lediglich die Grenzgeschwindigkeit an der 
Wand beeinflußt. (Die turbulente Strömung „rutscht“ an der Wand um den konstanten Ge- 
schwindigkeitswert Ju schneller bzw. langsamer.) 

Wenn die Zähigkeit im turbulenten Bereich der isothermen Strömung keine Rolle spielt, 
so könnte ihr Einfluß in einer nichtisothermen Strömung höchstens durch die Unterschiede 
in den Zähigkeitswerten in Erscheinung treten. Die Zähigkeitsdifferenzen sind aber im tur- 
bulenten Bereich in Anbetracht der ziemlich ausgeglichenen Temperaturen nur gering. Wir 
können daher die bei isothermen Flüssigkeiten gefundenen Gesetzmäßigkeiten dadurch ver- 
allgemeinern, daß wir die Zähigkeit des turbulenten Bereiches unberücksichtigt lassen und 
die isotherme Zähigkeit » der Gl. (14) durch eine passend definierte „Laminarschichtzähigkeit »,* 
ersetzen. 

Kürzlich sind von Rohonezi?°) Widerstandsmessungen einer nichtisothermen Strömung durch- 
geführt worden und zwar mit warmem Wasser, das durch ein gekühltes Rohr strömte. Bei der Auf- 
tragung der gemessenen Widerstandsbeiwerte in Abhängigkeit von derjenigen Reynoldsschen Zahl, 
die mit der Zähigkeit der mittleren Flüssigkeitstemperatur gebildet ist, ergaben sich starke Abweichungen 
der einzelnen Meßreihen. Dagegen sind die Unterschiede der Meßreihen nur gering, wenn die Rey- 
noldssche Zahl auf die Zähigkeit v, der Wandtemperatur bezogen wird. 

Die noch bestehenden kleinen Abweichungen sind derart, daß die Reynoldssche Zahl mit einer 
etwas kleineren Zähigkeit als der Wandzähigkeit », gebildet werden muß, um eine ganz einheitliche 
Darstellung zu erzielen. Wie nun der Verfasser feststellen konnte, liegen die Meßpunkte von Rohonczi 
am günstigsten, und zwar in guter Übereinstimmung mit den isothermen Ergebnissen von Blasius- 
Nikuradse, wenn man die Reynoldssche Zahl auf die mittlere Laminarschichtzähigkeit »; bezieht 
und a» 2 annimmt ?*). (Nur bei einer Meßreihe für hohe Reynoldssche Zahlen sind die Abweichungen 
nicht zu erklären.) 

Betrachten wir jetzt den Einfluß, den eine gleichmäßige Zähigkeitsänderung auf die 
wandnahen Strömungsvorgänge ausübt. Wird die Schubspannungsgeschwindigkeit «* nicht 
verändert, so bleiben auch die Grenzgeschwindigkeiten u„=au* und u„=bu* erhalten, 
da a und b universelle Werte sind. Es verändern sich also lediglich die Schichtstärken 

vYy, vy 
ne We 

In Bild 3a sind Geschwindigkeits- 5 2 
profile bei einer solchen gleichmäßigen A 
Veränderung von » schematisch dar- 3 
gestellt (wobei der Einfachheit halber 
der Übergangsbereich als zum turbu- 
lenten Bereich gehörig angenommen ist). 
Kurve 1 sei das ursprüngliche Profil. 
Bei Verringerung der Zähigkeit auf den 
halben Wert ergibt sich das Profil 2 mit 
der halben Stärke der Laminarschicht 
und bei Erhöhung der Zähigkeit auf das 
Eineinhalbfache gilt das Profil 3 mit der 






Au (konst ) 











: am Ya Ya Yaz Ya>Yaı Ya; 
1,5fachen Stärke der ursprünglichen a in 20 EEE 
i ERREETE ild 3a und b. eeinflussung der Geschwindigkeitsverteilung in 
Laminarschicht. ; » 2 Wandnähe dureh Zähigkeitsänderungen bei vorgegebener Wand 
Für den Fall einer örtlich ver- sehubspannung. 


änderlichen Zähigkeit, wie er bei 


23) G. Rohonezi: Druckabfall und Wärmeübergang bei turbulenter Strömung in glatten Rohren mit Berück 
siehtigung der niehtisothermen Strömung. Bericht Nr. 115 der Eidg. Materialprüfungsanstalt Zürich, 1939. 

24) Daß Rohonezi die Zähigkeit », für die richtige gehalten hat, liegt wohl an einem Irrtum in seinen Ähn- 
liehkeitsüberlegungen, bei denen die Differentialgleichung der isothermen Strömung auf den nichtisothermen Fall an- 
gewendet worden ist. Außerdem war mit den »;-Werten von Rohonezi keine Übereinstimmung zwischen den iso 
thermen und den niehtisothermen Messungen zu erzielen. (Aus der bisherigen Annahme über die Stärke der laminaren 
Wandsechicht folgen zu hohe Werte der Laminarschiehttemperatur bzw. zu kleine Werte von v7.) 
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einer nichtisothermen Strömung vorliegt, müssen wir nach einer Verallgemeinerung des 


yu* r I & 1 ! ö 
dimensionslosen Abstandes „* -7 suchen. Für die zähe Wandschicht gibt es hier fol- 
gende einfache Möglichkeit: 
"da 2 
y" —=u* \ 9 » u = l To ERDE S ee EN 


v 0 0 


0 

Wieweit dieser Ansatz brauchbar ist, müssen zukünftige Versuche entscheiden. Wir können 
aber jetzt schon sagen, daß der Ausdruck (30) bestimmt günstiger ist als der ursprüngliche 
und daß man daher in den Fällen, wo der Einfluß der Temperatur auf die Stoffwerte nicht 
groß ist, gut mit dem Ansatz (30) wird rechnen können. 

. j : u ; . . y 

Es fehlt noch die Verallgemeinerung von Pr x Diese erhalten wir durch eine Umformung 
von (30) für ‚die laminare Wandschicht. Hier ist 

ody odu 
u RR 


Somit gilt für die Laminarschicht folgende Identität: 


loan 


0 0 


dy 
v 


dı ; 
ET A 


0, u 


* Pr » 
& yu ‘ u 1 
Wenn man also durch «* ersetzt, so muß man — durch ;\odu ersetzen, 
y u 0,u* )* 
o 


il) il) 
damit die universelle Darstellung des Poiseuilleschen Gesetzes gewahrt bleibt. 


Unter der Voraussetzung, daß in dieser Darstellung eine bestimmte kritische Zahl existiert, 
muß die Laminargrenze der nichtisothermen Strömung bei dem gleichen Werte y}, = a liegen, 


wie er für die isotherme Strömung gültig ist. Für das Verhältnis =: folgt dann aus Gl. (31) 


Ua _ 20 0a (32) 
u* 0, + On REN ne a ER E, EN BEER Se u), 


wenn in erster Näherung lineare Abhängigkeiten o(T) und T(w) angenommen werden. Bei 
> \ u Een z a 
konstanter Dichte ist Fr —.a, genau wie im isothermen Fall. 


Bei volumbeständigen Flüssigkeiten hat also die laminare Grenzgeschwindigkeit nähe- 
rungsweise immer den gleichen Wert au*, wie auch die Zähigkeit in der Laminarschicht ver- 
laufen möge. Wir können daher in den Temperaturgleichungen (12a) bis (12e) die 
Integrationsgrenze uw, auch für nichtisotherme Strömungen beibehalten. 


Der Einfluß der Zähigkeit findet aber in der Stärke der Laminarschicht seinen Aus- 
druck. Für diese folgt aus (30) und (31): 


a 1 


1 tet u 
Ya \ vd y* u \ r d ( ) Ne RE. ° 


u Ho Uq 
0 

Diese Verhältnisse sind in Bild 3b qualitativ dargestellt und zwar für vorgegebene 
Werte von «* und «, an der Wand. Die Zähigkeit im Inneren ist bei Profil 2 kleiner, bei 
Profil 3 größer als die Zähigkeit «u, beim isothermen Geschwindigkeitsprofil 1. Man erkennt, 
daß die Parallelverschiebung der turbulenten Profile im nichtisothermen Fall wesentlich ge- 
ringer ist als bei der gleichmäßigen Veränderung von u, und zwar beträgt die Geschwindig- 
keitsabweichung mit Rücksicht auf Gl. (14) näherungsweise ”°) 


_ 


Au = 5,75 u* 1og( \ r (=) (34). 


„Fo Ua 
Ö 


25) Wegen der Vernachlässigung der Übergangsschicht ist diese Verschiebung kleiner als das wahre Au. Eine 


1 
i , , "ur uN\ f 
Verbesserung wird vielleicht durch den Integralausdruck | jr - d () erzielt. 
’ mo > 
v 
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8. Die Temperaturverteilung und der Temperaturgradient an der glatten Wand. Für die 


G.Pr 


4o k 
Weiterbildung der Gl. (12a) bis (12e) wollen wir an Stelle von e - setzen und die 


Cy Pr, eo 
dimensionslosen Bezeichnungen 
u 9 T 
( .. q 
2) 


verwenden. 

Zur Vereinfachung der Rechnung soll für die Übergangsschicht eine konstante Prandtl- 
Zalıl Pr,; und eine konstante spezifische Wärme c,;; eingeführt werden. Auch wollen wir 
für den turbulenten Bereich c„=c,:=konst. setzen. Ferner soll das Verhältnis der Aus- 
tauschgrößen als überall gleich angenommen werden °*). 


Definieren wir noch für die Laminarschicht eine mittlere Prandtl-Zahl 


N Ya 
Bun “ 
Pr, a a 
Pa!» 
u 
und setzen 
4 
. 2 "Pr'k 
e: r BE ea rar. ae Me 


I+{Pr 
+ ’ z 


so folgt aus (12a) bis (12c) bei Einführung von (27a) und Verwendung der Bezeichnungen 


A | 
Pe= I Pr, bzw. Pri = 1 Pr;: 
‚[dP\ . ie I u 
Pr;(43) =Prıiyate»- PrYa ee 3% a 5, 
(dg Cyo Pu —Pa D g Ya ci 
Pl) d=Prjgate+! ni +(Pri, —1 1<9<H,) (Tb), 
la), ag = 1—1/Pr, | rer ou Pa M<e<t) Web) 
dg Cy rYb Pa Cpo ‘ 2. 
rl) =Priyatet-”" ‚In Pr‘, + I. <d< 37€). 
Pr,iz3 % ı Fa Be 1 1/Pri,! Au en, 8 g ») (yo N 1) Te) 


Aus (37ec) folgt weiter für den Temperaturgradienten an der Wand: 


Cpt 
P’ In Pr}; 


Cpt es E gq CHt P ’ (er ü IQ 
* — 1 ” . N 
er N, d9), l+e+4 ale, N, 1)+(g b 9a) 1 11 Pr’, 1). . . @8B). 





Hier ist e, der mit et multiplizierte Wert von e für =1 (siehe Gl. (36)). 


Do 
i u* w- ; \ ? i 
Die Größen 9, = a7 und 9, = bT sind bekannte Funktionen von r* und Re (siehe 
Gl. (14) und (28)), wenn a und b vorgegeben sind. Dagegen müssen über die Stoffwerte Pr/, 
Pr,; usw. noch Angaben gemacht werden. (Dies wird weiter unten erfolgen.) 

In den Gl. (37ec) und (38) konnte @,, durch @, ersetzt werden, weil eine kleine Ver- 
änderung in der Festlegung der Turbulenzgrenze auf die Berechnung der Gesamttemperatur 
praktisch keinen Einfluß hat?”). 


Außer den sehr kleinen Fehlergliedern wurde noch das Glied 
£ y Int Tm 
nn )A—1Pr)(T) 
tn 


fortgelassen, da es selbst bei den größten (*) -Werten der kleinen Reynoldsschen Zahlen 
t 


kleiner ist als 0,02 (siehe Bild 2). 
26) Bei vollkommener Laminarität verliert natürlich das Verhältnis “ seinen Sinn. 


Pu — Fyo (d = vößer 

- größe 
Pro d Y/o 

als bei der Grenzlage 1, während die Temperaturdifferenz des Übergangsbereiches etwa um den gleichen Betrag ver- 


kleinert ist. 


27) Bei der Grenzlage Ppo ist die Temperaturdifferenz über dem turbulenten Bereich um 
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. r 2 . . . r ( r 
Die Zahl e, berücksichtigt den Einfluß des Verlaufes von - auf den Temperatur- 


gradienten an der Wand. Da dieses Glied kleiner ist als 1 (siehe Bild 10), spielt es auch 
nur bei kleineren Prandtl-Zahlen eine wesentliche Rolle, wie aus Gl. (38) zu ersehen ist. 
Für die Berechnung von e, genügt im allgemeinen die Integration der Gl. (36) von b bis 1, 
wodurch Pr’ und ec, verschwinden: 
1 
e,»\kdy ea er 4 re 
b 


Während sich bei größeren Prandtl-Zahlen vor allem die Ungenauigkeiten des durch 
. m R , ‘ T . . . Tı e 
Gl. (27) angenäherten Verlaufes von = auswirken, ist bei Pr’ »1 [wo = herausfällt) e, das 
einzige Fehlerglied, sofern man von den Fehlern der Stoffwerte absehen kann. 
Bei Pr’ »1 ist 
1 


iu A 
Je 


p 


e, 


0 
Hier hat die Integration von 0 bis 5 für die Rohrströmung einen Sinn, wenn die Reynolds- 
sche Zahl klein ist (in diesem Fall ist nämlich k im Übergangsgebiet nicht mehr zu vernach- 
lässigen (siehe Kapitel 9)). 


E ( 4 2 Br i 
Bei konstanten Stoffwerten und für 9, = 9., = ae (bzw. e=0) folgen aus (37a bis ce) 


und (38) die Prandtlschen Näherungen °*) 


d 
9 F R F R : : 5 O< < du) 2 } ; : ; (40a). 
\ ’o 
„(44 ) ER 
art pr BE ERREITEDHE ES, 
I. dg ! 
Pe (14 0a (Pr a et ae sr A 


Das vierte Glied der Gl. (38), das die Verhältnisse in der Übergangsschieht berücksichtigt, 
ist besonders für mittelgroße Prandtl-Zahlen wichtig. Bei sehr hohen Pr’- Werten dagegen 
ist das vierte Glied klein gegenüber dem dritten und man erhält bei konstanten Stoffwerten 
näherungsweise wieder die Prandtlsche Gl. (41). 

Für Pr’ 1 vereinfacht sich die Gl. (38) bei konstanten Stoffwerten zu: 


[IP\ __ ‚ı9a+9% ‚D, . 
Dre ai ee ET | 


Bei Strömungen mit Druckabfall ergibt die Berücksichtigung .des Wärmestromverlaufes, 
die in dem e,-Glied zum Ausdruck kommt, einen Teemperaturanstieg an der Wand, der ge- 
j i \ ( ( na N \ 
ringer ist als bei der Annahme =, Beispielsweise ist (a für Pr=1 und Re=4-10' 

0 0 
nicht 1, sondern im Kanal nur etwa 0,94 und im Rohr etwa 0,91 (man beachte Bild 10). 


. 19 
In Bild 4 ist das für konstante Stoffwerte aus Gl. (38) folgende En für verschiedene 





Reynoldssche Zahlen als Funktion von Pr’ dargestellt, und zwar wiederum für a=2 und 
b=15,5. Die ausgezogenen Kurven beziehen Sich auf die Rohrströmung. Für Re = 4: 10° gilt 
die strichpunktierte Kurve für die Kanalströmung, die gestrichelte für die Reibungsschiecht an 
der ebenen Platte. 


5 (dd ; 1 
Der asymptotische Grenzwert 5) für extrem hohe Prandtl-Zahlen ist —. Der 
\u@P/o a 


.. r da . R 1 u 
Temperaturgradient an der Wand dy ist also höchstens - -mal so groß wie der ent- 
Uuy/o Fa 


sprechende Geschwindigkeitsgradient. 
Bei der Prandtl-Zahl 0,72, wie sie für Luft und andere Gase gilt, ist an der Platte 


dd a \ i ’ ’ 
(32) = 0,8, wenn A,„—= A angenommen wird (s. Gl. (42) bzw. Bild 4). Nun hat Elias”) bei 


28) Bei Prandtl| erscheint allerdings Pr an Stelle von Pr’. Ferner wurden statt U und 9 u und Ty als Be 
zugswerte gewählt. 

2») F. Elias: Die Wärmeübertragung einer geheizten Platte an strömende Luft. Abhandlungen Aachen, Heft 9 
(1930). Die Versuche von Elias wurden merkwürdigerweise als Beweis für die Identität der Mechanismen für Impuls- 
austausch und für Wärmeaustausch in Reibungsschichten angesehen. 
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einer Luftströmung längs einer geheizten Platte festgestellt, daß die Profile der Temperatur 


0 


' dd i . a 
und der Geschwindigkeit einander ähnlich waren, daß also (a5) > 1 war. Dieser Wert für 


(dd A 5 
(4) gilt aber für ni Pr=1. Daraus folgt für A,/A »1/0,72 » 1,4. 
ao), 4 \ . . : 
"Zu einem ähnlichen Resultat führen die Messungen von Lorenz und Friedrichs’) 
: } dd “a E 
mit Luft, die durch ein geheiztes Rohr strömte. Hier betrug bei Re » 10° Fr x 0,97. Dieser 
0 


Wert liegt nach Bild 4 (bzw. Gl. (42)) bei Pr’ = 1,08. Daraus folgt für A,]A 15. 
Die Frage nach dem Verhältnis der Austauschgrößen kann damit aber noch keineswegs 
als geklärt gelten. Wir wollen uns daher auch nicht auf einen bestimmten A,/ A-Wert festlegen. 
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Bild 5 zeigt die bei konstanten Stoffwerten aus Gl. (37a bis c) folgende Temperatur- 
verteilung 9 (p) bei Re=4-10* für verschiedene Prandtl-Zahlen. Die ausgezogenen Kurven 
bedeuten die zweiten T'emperaturnäherungen der Rohrströmung, die gestrichelten Kurven 
stellen die ersten Näherungen dar, die annähernd den Temperaturverteilungen an der Platte 
entsprechen. Durch die Linien 9,.=konst. und 9, =konst. ist die Aufteilung in die drei 
Strömungsbereiche angedeutet (und zwar für a=2,0 und b= 15,5). 





so, H. Lorenz: Z, techn. Phys. Bd. 15 (1934), S. 376. 
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In Bild 6 sind die Temperaturverteilungen von Bild 5 als Funktionen des dimensions- 
losen Wandabstandes n dargestellt. Die erste Näherung bzw. die Temperaturverteilung an 
der Platte ist der Übersichtlichkeit wegen nur für die Prandtl-Zahl 1 aufgetragen. Diese 
Kurve stellt gleichzeitig das Geschwindigkeitsprofil bei der vorgegebenen Reynoldsschen 
Zahl Re=4-10* dar, das gemäß dem universellen Wandgesetz sowohl für das Rohr als auch 
für die Platte näherungsweise gültig ist. 

Wir wollen jetzt die nichtisothermen Fragen diskutieren. 

Die geringste Schwierigkeit bereitet die Wahl der e,-Werte, da die spezifische Wärme 
nur schwach von der Temperatur abhängt. In vielen Fällen wird man sogar e,, > C»j* ECpt 
setzen können, wodurch sich Gl. (38) wesentlich vereinfacht. 

Für eine genauere Betrachtung muß man die ungefähre Größe der in Frage kommenden 
Temperaturen kennen. Bezeichnen wir die Temperaturen mit den gleichen Indizes wie die 
Stoffwerte und ordnen sie der Größe nach an, so ergibt sich die Reihenfolge: 

< T,< Ta< T,< T,< T.< T,< 9. 
Hier sind außer den Stoffwerttemperaturen°') noch die Grenztemperaturen T,, und T,, sowie die 
mittlere Temperatur der strömenden Flüssigkeit 7, (die in Kapitel 11b definiert ist) eingefügt. 

Da die Hauptmasse der strömenden Flüssigkeit turbulent ist, unterscheiden sich T, 
und T; nur wenig voneinander. Man kann daher 7; durch das im allgemeinen bekannte T,, 
ersetzen. 

Die Temperatur 7;; stimmt bei hohen Prandtl-Zahlen mit 7, und daher auch mit T,, 
praktisch überein (siehe Bild 5). Bei kleineren Prandtl-Zahlen ist aber T,, wesentlich 
kleiner als T,. Da T,, nur für das Glied der Übergangsschicht gebraucht wird, genügt eine 
ungefähre Bestimmung dieser Temperatur an Hand von Bild 5. 

Von besonderem Einfluß auf den Wärmeübergang ist die Temperaturabhängigkeit der 
Prandtl-Zahl der Laminarschicht, wenn es sich um eine stark zähe Flüssigkeit handelt). 
In diesem Fall kann eine bloße Abschätzung von Pr, mittels einer überschläglichen Tempe- 
ratur 7, sehr fehlerhaft sein. Es empfiehlt sich daher eine Berechnung von Pr; nach der 
Definitionsgleichung (35). 

Zur Vereinfachung der Rechnung wollen wir auch für die nichtisotherme Laminar- 
schicht eine Proportionalität zwischen Geschwindigkeit und Temperatur voraussetzen: 


re do x 
1 - q (a, Au ri u ° » . 5 ° . . o . . . . (43). 
ORRER a ia Pr ie Ki ai 
Ferner wollen wir die Temperaturabhängigkeit von n durch die lineare Gleichung 
» 
sa .; 
x  d+m ee 
Cy Cpo 


annähern (m ist eine empirische Konstante). 
Mit den Annahmen (43) und (44) folgt aus (35) 
Pr, m (« er me, 


Pr FIIEEM dg aaa I+3 ER En Eee 


" r AR ’ da . i 
Eine erste Näherung des Temperaturgradienten (3 ) ist der Kurvendarstellung von Bild 4 
\ 0 


zu entnehmen, wobei dort für die Prandtl-Zahl Pr’ der Wandwert Pr, gewählt werden kann. 

Für eine genauere Berechnung der Prandtl-Zahl Pr, (über die an anderer Stelle be- 
richtet werden soll) sind die linearen Beziehungen (43) und (44) durch die tatsächlich nicht- 
linearen Abhängigkeiten T(p) und Pr(T) zu ersetzen. 

9. Die Verteilungen der Wärmestromdichte im Kanal und im Rohr. Die Differentialgleichung 
für das Kräftegleichgewicht in einer Flüssigkeit lautet unter Berücksichtigung der Kontinuitäts- 
gleichung und bei Vernachlässigung von Diehteänderungen: 

om | ” ; 
05, reV/ w;w)= a 
(w = Geschwindigkeitsvektor). 


31) Die Definitionen von T;; und T; riehten sich nach dem jeweiligen Temperaturgang der Stoffwerte und sind 
sehr kompliziert (man beachte die Ableitung der Gl. (38)). Es ist aber nicht erforderlich, hierauf näher einzugehen. 

32) Bei zähen Flüssigkeiten liegt der hauptsächliche Widerstand für den Wärmestrom in der Laminarschieht. 
Da sich die laminare Schichtstärke Y mit dem Temperaturgang der Zähigkeit verändert (siehe GI. (33)) und da der 
Temperaturgang der Prandtl-Zahl im wesentlichen durch denjenigen der Zähigkeit bestimmt ist (c,, und 4 ändern 
sich nur schwach mit der Temperatur), so hängt y, praktisch von Pr/Pro ab. Man darf aber nicht sagen, die laminare 
Schiehtstärke sei von der Prandt]-Zahl abhängig. Denn während die Prandtl-Zahl eine Wärmegröße darstellt, 
handelt es sich bei der laminaren Sehiehtstärke um eine rein hydrodynamische Größe, wie aus Gl. (33) zu ersehen ist. 
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Die Differentialgleichung für die Kontinuität der Wärme läßt sich in ähnlicher Form 
schreiben: 


Y 


01 ze Ban = 
Oo trea ww; N=e+ir?1 a re We 


(e=räumliche Quelldichte der Wärme). 


Eine formale Analogie zwischen den Gleichungen des Impulses und der Wärme besteht 
also für Strömungen mit grad p 70 nur dann, wenn in diesen Strömungen räumliche Wärme- 
quellen vorhanden sind. Obwohl die im Inneren der Flüssigkeit entwickelte Wärmemenge 
bei den Strömungen der Wärmetechnik im allgemeinen bedeutungslos ist,. soll die Größe & 
wegen einer späteren Weiterführung der Analogiebetrachtungen vorerst beibehalten werden. 

Wir wollen nun die Gl. (46) und (47) auf die ausgebildeten turbulenten Strömungen im 
flach rechteckigen Kanal und im Rohr anwenden. Bei diesen Strömungen fallen durch Mittel- 
wertbildung die instationären Glieder fort, ebenso die Ableitungen der mittleren Ge- 
schwindigkeit nach der Hauptströmungsrichtung &. 

Sind uv=u+ uw’ und v’ die Geschwindigkeiten bzw. Geschwindigkeitsschwankungen in 
den Richtungen x bzw. y — die Schwankungen sind durch Vertikalstriche und die Mittelwerte 
durch Querstriche gekennzeichnet —, so folgt aus (46) für die „ebene“ Kanalströmung die 
skalare Mittelwertsgleichung: 


0 —— dp 0’ u 
o vv)= + u = 
°ay day 


N (48). 
In dieser Gleichung sind die Querstriche für die Mittelwerte des Druckes und der Geschwindig- 
keit wie bei den vorherigen Rechnungen fortgelassen und wir wollen die Mittelwertstriche 
auch im folgenden nur über den Schwankungsprodukten ausführen, wo sie nicht entbehrt 
werden können. 

Der mittlere Impulsaustausch — o 


— 
u 


v’, der als Spannungszustand aufgefaßt werden kann, 
i ’ ‘ ai ü RA ' 
ist gleichbedeutend mit der turbulenten Schubspannung r; °°), während u dy die zähe Schub- 
spannung 7; bedeutet. Wir erhalten somit, wenn r die Gesamtschubspannung ist: 
or op r 
= P —konst. RER 3.207,25. 
0y 0x 
Das Druckgefälle ist konstant, da die Strömung ausgebildet ist. 
Für die Wärmebilanz der ebenen Kanalströmung erhalten wir aus (47): 
oT 08 .”T 


N \ 
c N ‚u [3 c pr ’ 
oc,|u E T’ ww) lv =eEce+Äi - 
i »( + +, LET 





(0). 


Setzen wir voraus, daß keine starken Änderungen von T’«’ in der Strömungsrichtung auf- 
treten, was bei ausgebildeter Temperaturverteilung sicher der Fall ist, so kann das zweite 
Glied der linken Seite von (50) vernachlässigt werden. Es steht dann nur noch das Schwan- 


kungsprodukt ocp T’v’, welches gleichbedeutend ist mit dem turbulenten Wärmetransport 


a > ” „017 

4:, senkrecht auf die Wand. Bei Einführung des gesamten Wärmestromes 4= ri), 

folgt dann weiter aus (50): 
0x7) oT ’ - 

N Au CU —eE u Mn 


Für die ausgebildete Strömung im Rohr erhält man aus den allgemeinen Gleichungen 
in Zylinderkoordinaten (anstatt der Gl. (49) für den Kanal): 
o9T_Op_ 


2 —= konst. Be ..:. 3:5. 
oy dx 


und (anstatt der Gl. (51) für den Kanal) die Gleichung 
\T 
i—)=(1-—n) Ocyu. —e) (Beh). ». .» ». . (la) 


C 
Y Ö 





wobei n=y/r ist (r—= Halbmesser des Rohres bzw. des Kanales). 


a . N .du r RR : < 
33) 7; ist der turbulente Impulstransport in der — y-Richtung. Bei j,> 0 ist ebenfalls positiv, dadie positiven 


«’ im Mittel mit den negativen v’ verknüpft sind und umgekehrt. (Bei der Austauschbewegung kommen die höheren 
u-Geschwindigkeiten von größerer Wandentfernung, die kleinen Geschwindigkeiten von geringerer Wandentfernung.) 


2) ® 
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Durch Einführung des Schubspannungswertes r, an der Wand folgt für den Kanal sowie 
für das Rohr aus (49) bzw. (49a): 


=w(1—n) (Kanal und Rohr) . . (52). 


Für den Fall der ausgebildeten Temperaturverteilung °*), auf den wir uns beschränken 
wollen, gehen die partiellen Differentialgleichungen für den Wärmestrom in gewöhnliche 
Differentialgleichungen über. Denn die Ähnlichkeit der Temperaturprofile besagt, daß die 


dT u en : 4 ; 
prozentuale Temperaturabnahme — T auf dem Wege dx in jedem Wandabstand y die gleiche 


72 


. 1 i x n ‚ 
ist. Es ist daher 3 ‚—=konst. T. Man erhält also statt (51) und (la) nach Fortlassen von e: 
A . 


| e 

. 1. konst. « T eh .- . ..-... (53), 
dy 
3 „'q (1 n))= konst. (1 —n)uT : ::- 3 35°, . (53a). 


T sei wie bisher der Temperaturunterschied gegenüber der Wandtemperatur. 
Wir müssen aber beachten, daß eine ausgebildete Temperaturverteilung nur bei geringen 
Übertemperaturen T praktisch möglich ist (s. u.). (Bei einer allgemeinen Theorie müßte man 


a oT 2 i | | 
mit «ws (oc, T) statt mit oc,„u rechnen.) Für das Folgende wollen wir annehmen, daß 
dx ep u Ö x oO ’ 
sich die Verformung der Profile in solehen Grenzen hält, daß die Gl. (53) und (53a) mit hin- 

reichender Genauigkeit gültig sind. 
Dureh Integration von (53) und (53a) erhalten wir bei Einführung der Grenzwerte (q—= « 
= . - te (9= 4 
bei n=0 und 9g=0 bei n=1) sowie bei Verwendung der dimensionslosen Bezeichnungen 
»— TO und 9=u[U: 


9 pdn 


( ( . = 
2 3 BRBEN : 2:5... .:. AS 
i \9pdn 


I9g (l —n)d 7 
1) 


3. n)=1 See — ° 


Yo 1 
\9gq (1 —n)d N 


0 


. a Dan ( . . . r rn . 
Eine gute Näherung für 1 ergibt sich bei Verwendung der Temperaturgleichungen 
Yo r 


(37 a bis e). Es genügt aber auch die Einführung der vereinfachten Temperaturgleichungen 
40a bis (41). 


Die Geschwindigkeitsverteilung des turbulenten Bereiches läßt sich bekanntlich durch 
ein Potenzgesetz darstellen: 


RT RE RER ER TENe 


wobei 0,18 >n >0,1 für 4-10°< Re< 4-10° ist. Die Potenzfunktion, dıe den tatsächlichen 
Geschwindigkeitsverlauf in größeren Wandabständen noch besser wiedergibt als die logarith- 
mische Funktion, ist für die vorliegende Rechnung besonders zweckmäßig. In Wandnähe ist 
allerdings die Geschwindigkeit kleiner als nach der Potenzfunktion, und der Fehler der Ab- 
leitung ist nur bei hohen Reynoldsschen Zahlen gering, wo die Potenzfunktion bis nahe an 
die Wand heranreicht. 


Mit Verwendung von (40a) bis (41) und (55) erhalten wir dann näherungsweise: 


(iI+n—n?)(Pr -N)y.a+9 


1+1/n Er 
+2 W((Pr —Iga+t1+e)? nn (O6). 


» pd nn 


SL mn. 


34) Die Anlaufgebiete für die Strömung und für die Wärmeausbreitung sind an sich unabhängig voneinander. 
7. B. kann durch eine sprunghafte Änderung der Wandtemperatur ein thermischer Anlauf in einer hydrodynamisch 
ausgebildeten Strömung hervorgerufen werden. 
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Hier ist die untere Grenze y, durch die Grenze 0 ersetzt. Denn der Wert dieses Integrales 
an der Grenze 9, ist praktisch Null, da der Exponent 1 + 1/» sehr hoch ist und die Integration 
von Null bis y„ ergibt ebenfalls praktisch Null. 

Somit gilt näherungsweise für die Dichte des Wärmestromes in der Kanalströmung bei 
höheren Reynoldsschen Zahlen: 


q (Pr -D(l+n)9a +49 ) 


— + Ijn an; 57 
Go PF-DA-+ng, +1? N Be 3 


’ 4 . 
wobei =" zu setzen ist, wenn „als Funktion von », dargestellt werden soll. 


v0 
In entsprechender Weise erhält man für den Wärmestrom in der Rohrströmung nach 
Gl. (54a) näherungsweise: 


It—n)=1 


do 


(Pr 1) +2n)\ 2 +Hn- (+ n)o!l)p.+i+n]2)2 +2n -i+2n)g!")p | 2 
—, > u y!+ım (Rohr) . (58). 
(Pr (il +2n)ygat1-+n/2 
Einen guten Überblick über das Verhalten des Wärmestromes erhalten wir durch 
Spezialisierung der Gl. (57) und (58) für die Sonderfälle Pr’ =1 und Pr >x: 


( ; ; ner 
1-1 nır2n (Kanal, PP=1). ... 7, WE, 
do 
( r N .—— 
4-1 it U ee). ». 2: 0 
Yo 

( . 

z, ll 2 +2n —(l+2n)y)n!t?" (Rohr, Pr=1) (58a), 

0 

( 

e i—-„)=1—-2+n—-(l+n))ytnr (Rohr, Pr'=x) (58b). 


RE u 
Die --Kurven werden also mit wachsender Prandtl-Zahl und wachsender Reynolds- 
0 


j A a z 
scher Zahl (abnehmendem ») immer flacher bzw. nähern sich dem Verlauf 1 =1 n,der bei 
0 
n=( erreicht würde. Daraus folgt weiter, daß die Größen k und e, mit Pr’ und Re abnehmen 
(siehe Gl. (13) und (39) sowie Bild 10). 
ni ( ( > 
In Bild 7 und 8 sind > (y) bzw. 2 (7) für das Rohr und für den Kanal dargestellt 


0 0 
und zwar für Re=4-10*. Bild 9 zeigt - (n) für verschiedene Reynoldssche Zahlen bei 
0 
Pr'=0,72 und Pr'=2W. Bei der Berechnung dieser Kurven wurde für @ nicht die Potenz- 
funktion sondern die wahre Geschwindigkeisverteilung verwendet, wie sie sich aus Bild 1 
ergibt. 
Bemerkenswert ist der Verlauf der Wärmestromdichte in der Nähe der Wand. 


s : ; de de = ö 
Hier ist für den Kanal F 2): 0, für das Rohr dagegen F {| 4, (siehe Gl. (53) und (53a)). 
/ N/o 


Das Ansteigen der Wärmestromdichte des Rohres über den Wert q, hinaus rührt daher, daß 
der gesamte Wärmestrom 9 x q(1—n) in Wandnähe praktisch konstant bleibt, während der 
vom Wärmestrom durchflossene Querschnitt mit 1—» abnimmt. Bei der Kanalströmung 
treten keine Querschnittsveränderungen auf und es ist daher hier die Dichte des Wärmestromes 
an jeder Stelle dem Gesamtstrom proportional. 

In der Mitte des Kanales bzw. Rohres ist der Verlauf der Wärmestromdiehte durch die 
Gleichung 


fe 4q = do 
dı ) D Im 

. ; ER » f 4, RE i L 
gekennzeichnet (siehe Gl. (54) und (54a)). Hier bedeuten %,, = bzw. Yu = 7 die dimensions- 


losen Beträge der mittleren Strömungstemperatur T,, (siehe Kap. 11b) bzw. der mittleren Ge- 


. . . . u . . . . . ’ . ( 
schwindigkeit u„. Da diese Größen kleiner sind als 1, ist die negative Steigung von (4) 
. . . v = \ lo, i 
größer als 1 und zwar ist sie im Rohr größer als im Kanal. 
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Bild 7. Verteilungen der Wärmestromdiehte q/g6 und Sehub- Bild 8. Verteilungen der Wärmestromdichte q/go und Schub- 
spannungsverteilungen 7/7, über der Geschwindigkeit y im spannungsverteilungen 7/rg über dem Wandabstand 
Rohr und im Kanal bei verschiedenen Prandtl-Zahlen (Re =4 » 10%). 

(Re = 4- 1). 
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Bild 10. 





Bild 9 (links). Verteilungen der Wärmestromdichte gjqv (N) 
im Rohr für Pr’ =0,72 und Pr’=200 bei verschiedenen 
Reynoldsschen Zahlen. 
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Die Gl. (57) und (58a) ermöglichen die Berechnung von k sowie des e,-Gliedes (siehe GI]. (13) 
und (39)), wodurch die zweite Näherung des Temperaturverlaufes bestimmt wird. In Bild 10 
ist das e,Glied für die Rohrströmung in Abhängigkeit von der Prandtl-Zahl für ver- 
schiedene Reynoldssche Zahlen dargestellt. 


Wie wir oben erwähnten, ist schon von G. I. Taylor eine zweite Näherung der Temperatur- 
verteilung berechnet worden ®) und zwar für den Fall Pr=1. Die Taylorschen Überlegungen siud 


35) G. I. Taylor: l.e. S. 6. 
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auf die Reynoldssche Darstellung der Wärmeübertragung abgestimmt. Im Verlaufe der Rechnung wird 


oT s Fe dd au : 
‚als vom Wandabstand unabhängig angenommen bzw. ! x u (anstatt x uT) gesetzt. Dadurch wird für 
or 04 


ausgebildete Strömungen ein zu kleines Korrekturglied erhalten (beispielsweise bei Re= 4-10* x 5°), 
anstatt » 9°/,, wie es sich bei sehr hohen Prandtl-Zahlen (d.h. für T >» konst.) ergibt (siehe Bild 10). 


10. Vergleich zwischen Impulsaustausch und Wärmeübertragung. Als Nachtrag zu unserer 
Theorie wollen wir noch die Differentialgleichungen der Wärme und des Impulses miteinander 
vergleich"n und zeigen, daß auch der historische Wärmequellenansatz zur Verallgemeinerung 
der Prandtl-Zahl führt. 

Die Ähnlichkeit der Differentialgleichungen (46) und (47) ist so augenfällig, daß sie nicht 
weiter betont zu werden braucht. Dagegen ist es nützlich, die bestehenden Unterschiede 
näher zu betrachten. . 

Eine wesentliche Abweichung besteht darin, daß in der Wärmegleichung ein dem Druck- 
gefälle der Impulsgleiehung entsprechendes Glied normalerweise fehlt. Diese Verschiedenheit 
läßt sich aber, wie Prandtl gezeigt hat (l. e.), in gewissen Fällen durch die Einführung 
einer passend gewählten Wärmequellendichte & in erster Näherung beseitigen. 

Physikalisch bedeutet dies folgendes. Der Impuls einer strömenden Flüssigkeit kann 
durch einen Druckgradienten aufrechterhalten werden. Der Wärmeinhalt der Flüssigkeit 
dagegen vermindert sich ständig durch Wärmeableitung an die Wände, es sei denn, daß in 
der Flüssigkeit selbst Wärme erzeugt wird (was beispielsweise bei elektrolytischen Flüssig- 
keiten durch den elektrischen Strom geschehen kann). Zur Durchführung der Analogie- 
betrachtung zwischen Impulsaustausch und Wärmeübertragung sollen nun die räumlichen 
Wärmequellen so vorgegeben werden, daß sich die Temperaturprofile möglichst in ähnlicher 
Weise entwickeln wie die Geschwindigkeitsprofile. In dem Sonderfall, wo die Geschwindigkeits- 
verteilung in der Strömungsrichtung unverändert bleibt (wie z. B. in der ausgebildeten Strömung 
eines Rohres oder Kanales), sollen auch die Temperaturprofile aufrechterhalten werden. 

Ein weiterer Unterschied zwischen (46) und (47) besteht darin, daß (46) eine Vektor- 
gleichung, (47) dagegen eine skalare Beziehung darstellt. Man kann also nur eine Komponente 
von (46) mit (47) vergleichen. Wir wollen daher die Analogiebetrachtung an dem Beispiel 
der ebenen ausgebildeten Kanalströmung durchführen °* 

Für diese Strömung folgte aus (46) und (47) 





N) N) lü d 
OT c au ERRAN, 0» 
(u —o wr)= l (49b), 
ö0y Ody\dy ° 0x 
dr o/.dT ae aT ; 
= (i -0c,1 v)= -£+00,Ü (lb). 
o0y dy\ dy ° r dx 


(Zur Vermeidung von Mißverständnissen werden hier die Mittelwertstriche wieder geschrieben.) 
In ihrer allgemeinen Form wären die Gleichungen für z und g analog. Da aber aus- 
u” od Ö 


(ur), (Tv), 


gebildete Strömung vorausgesetzt wurde, entfallen die Glieder mit \—_,, z 
: i ox’ody 7) 


AN 

während in der Wärmegleichung das Glied mit | „id T) verbleibt. Die Aufgabe besteht nun 
’ Ö: 

darin, durch passende Wahl von e auch das Glied mit 


N AT RE 
iR - i 0 ( m; > Na 3 _ 
Wie wir oben sahen, ist I“ un — «u T (siehe Gl. (53)). Wenn man nun eine 
04 dx 


oT 2 i R 
zum Verschwinden zu bringen. 
x € 


Wärmequellenverteilung e = kü T vorgibt, so kann man durch entsprechendes Bemessen von 


’n 


k erreichen, daß Jam jeder Stelle 4 verschwindet, ohne daß an der Temperaturverteilung 


T oder an dem Austausch T’»’ irgend etwas geändert wird. Bei dieser «-Verteilung bleibt 
also das wirkliche Temperaturprofil erhalten, es ist gegen früher lediglich ein Absinken der 
Temperaturen in der Strömungsrichtung vermieden. 

Nun kann man aber eine solche, mit dem Wandabstande veränderliche Quelldichte nicht 
mit dem Druckgefälle vergleichen, das über dem Querschnitt konstant ist. Um also die 
Analogiebetrachtung durchführen zu können, muß man e=konst. setzen. Auch in diesem 


5 f ; i Bi ; t ! 
Falle läßt sich vorschreiben, daß ya jeder Stelle y verschwinden soll. Daraus folgt für 
den Wärmestrom 
de 
| _ _ 2 — konst. 
dy 


36) Durch die Spezialisierung auf den ebenen Fall wird das Problem wesentlich klarer und wir können aus den 


ebenen Gleichungen weitgehendere Schlüsse ziehen als aus den allgemeinen G]. (46) und (47). 
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Unter dieser Bedingung ist T allerdings nicht mehr die wirkliche Temperatur, sondern 
nur ein Näherungswert der Temperatur, und zwar ergibt die Annahme e = konst. einen zu 
großen Temperaturgradienten an der Wand, da die Wandschichten bei konstanter Quelldichte 
zu stark nachgeheizt werden. In Anbetracht der ziemlich ausgeglichenen Temparaturprofile 
kann aber der Fehler nur gering sein. 

Wir können nun die Identität der Gl, (49b) und (51b) dadurch herbeiführen, daß wir mit 
Prandtl uc,=4 (bzw. Pr=1) und T= Pu setzen (f = konst.). 

Die Gleichung T= ß w ist aber nur eine mögliche Lösung. Die Lösung ist sogar ziemlich 
speziell, da sie fordert, daß nicht nur die zeitlichen Mittelwerte der Temperatur und der 
Geschwindigkeit sondern auch die Schwankungen «’ und v’ in jedem Augenblick proportional 
sind: 





. re 5 9 0 a ER TEE Fi 
a. EN | 


Diese Gleichungen sind offenbar dann erfüllt, wenn der Mechanismus der Übertragung 
des «-Impulses mit dem Mechanismus der Wärmeübertragung vollkommen übereinstimmt. 
In besonderen Fällen mag dies zutreffen. 

Wir wollen aber auch den allgemeineren Fall betrachten, wo der Korrelationskoeffizient 
zwischen «’ und T’ kleiner als 1 ist. Zu diesem Zweck wollen wir in (49b) und (51b) die 


Ru dü dT ie : i Br: 
turbulenten Glieder durch A I bzw. c, Ay 34 ausdrücken. Die Identität der Gleichungen 


A 2 nn 5 A \ ı | 
wird dann erreicht, wenn für jeden Wandabstand es ; ® bzw. Pr'—=1 ist und wenn die 


Gl. (59) erfüllt ist. 

Gl. (59) stellt also eine Näherungslösung der Wärmegleichung dar für den Fall, daß die 
allgemeine Prandtl-Zahl 1 ist. In diesem Fall sind Annahmen über die Schwankungen 
« und T’ nicht mehr erforderlich. 

Die Lösung (59) erfordert, daß für die fiktive Quelldichte e festgesetzt wird: 


‘ 


A,d 
= — Be, ze (60). 
: de : { = 
Auf Grund der Annahme d a e läßt sich die Quellstärke e durch den Wärmestrom g, 
an der Wand ausdrücken: 

fo * 

ee t 
& . (61) 





(r = Halbmesser des Kanales). Führen wir noch an Stelle des Druckgefälles die Schubspannung 
an der Wand ein ’”), so folgt aus (60): 
| 


Go — B Cy : I T, ri I ; F s . . . . . . . . ° (62). 


(Diese Gleichung läßt sich auch für den quasi-ebenen Fall des Rohres herleiten.) Die Kon- 
stante $ kann durch geeignete Standardwerte (z. B. durch die Maximalwerte) von T bzw. von ü 
ausgedrückt werden, 


Für Pr'1 ist die Analogiebetrachtung nicht mehr für die gesamte Flüssigkeit durch- 
führbar, sondern nur für die turbulente Kernströmung, für welche die Glieder der molekularen 
Übertragung vernachlässigt werden können. 

Statt (59) hat man dann sinngemäß 


BE en au u. 2. 


zu setzen, wobei 7, und «, die zeitlichen Mittelwerte an der Stelle des Überganges zur 
Laminarströmung bedeuten. Im übrigen bleibt die Rechnung die gleiche bzw. Gl. (62) gilt 
auch für Pr'’==1. Es ist lediglich der Proportionalitätsfaktor $ ein anderer geworden. 

Zur Bestimmung von 3 kann man die Maximalwerte © bzw. U der Temperatur bzw. 
der Geschwindigkeit verwenden. Es ist aber auch möglich, die über dem Querschnitt gemittelten 
Werte T, bzw. «,„ einzuführen (wie dies in der Prandtlschen Ableitung geschehen ist), 
da der Querschnitt der Laminarschicht gegenüber dem gesamten Strömungsquerschnitt zu 


n 


vernachlässigen ist. Drückt man noch T, durch «„ und Pr’ aus: 


37) Dies hat den Vorteil, daß die spezielle Art der Strömungsbegrenzung (ob Rohr, Kanal, Platte oder dgl.). 
die für die Betrachtung unwesentlich ist, nieht in Erscheinung tritt. 
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A, VE 7 EEE 


eine Beziehung, die sich bei Anwendung von (62) auf die Laminarschicht ergibt —, so folgt 
aus (59b) entweder 


Ä au “ 
—- - (64) 
' 1+(Pr' — Vuufl 
oder 
z T m I u m 
= (64a). 
; 1+(Pr’ — 1)u.|Un e 
Wir können aus (64) und (64a) noch folgenden nützlichen Schluß ziehen: 
d q mt 4 a (Pr’ 1) 65 
m 1 4 q Br Pr’ 1 ) . 


7 u eh ! . a 2 ‚ z j \ 
(nu a On m ) . Die dimensionslose mittlere Temperatur ist also für Pr’—=1 identisch mit der 


dimensionslosen mittleren Geschwindigkeit (natürlich im Rahmen der vorliegenden Näherung). Mit 
wachsender Prandtl-Zahl nähert sich #, dem Werte 1. 


Wir haben im 5. Kapitel festgestellt, daß für die Berechnung einer ersten Näherung der 
Temperaturverteilung der genaue Verlauf des Wärmestromes über dem Querschnitt nicht 
bekannt zu sein braucht und wir haben daher den für die Rechnung zweckmäßigsten Ansatz 


( ( > ! : t ; : i 
1— - gemacht. Vergleichen wir nun diese Annahme mit der Voraussetzung einer konstanten 


T 0 
(Quellendichte, die, wie wir soeben gesehen haben, für die Durchführung der Analogie- 
PM de a 
betrachtung erforderlich ist. Aus d — e=konst. folgt g=q(1— n). Andererseits ist bei 
/ 


ausgebildeten Strömungen auch =1r,(1—n). 


Für ausgebildete Strömungen stimmt also unsere Näherungsvoraussetzung mit der Annahme 
einer konstanten Wärmequellenverteilung überein. Die beiden Näherungsansätze unterscheiden 
sich aber in ihren Konsequenzen für die weitere theoretische Behandlung °*) sowie in der 
Rechtfertigung ihrer physikalischen Zulässigkeit, wobei allerdings beiden Betrachtungsweisen 
die Tatsache der großen Völligkeit der turbulenten Geschwindigkeitsprofile zugrunde liegt. 


11. Die an die Wand überführte Wärmemenge. «) Bestimmung des Wärmeübergangs 
aus dem Temperaturgradienten an der Wand. Aus dem Temperaturanstieg an der 
Wand ergibt sich unmittelbar die je Sekunde und Flächeneinheit an die Wand überführte 
Wärmemenge 


dT 8 
F r 0 2 
@=4la en RE 5% 
( Yo p d u 
Pin 
da YA 
Diese Gleichung gilt naturgemäß ganz allgemein, unabhängig von der Art der Strömung und 
7 Saas rs i ; a du\ 
auch für örtlich oder zeitlich veränderliche Werte von r, und (a7) x 
o 


Der Betrag der in der Zeiteinheit insgesamt an die Wand abgegebenen Wärmemenge 9 
wird durch Integration von Gl. (66) über die angeströmte Körperoberfläche F erhalten. Ist 
U die Strömungsgeschwindigkeit und © Temperaturdifferenz der Flüssigkeit gegenüber der 
Wand an der Grenze der Reibungsschicht, so ist der gesamte Wärmestrom: 


Cy 0 ie T, 


Na \ ' I a Eee; 3 
a Pl 
)Pr(an),' 


nn u ION... U 
Für einen Flächenabsechnitt, auf dem ©,U sowie (2 ,) näherungsweise konstant sind, 
U}o 


folgt dann weiter 
“ 

35) Da der Wärmequellenansatz eine Analogisierung von Vorgängen erstrebt, die im einzelnen nicht analog 
verlaufen, wird der Theorie ein bestimmter Rahmen vorgeschrieben, der ihren weiteren Ausbau behindert. Die 
Wärmequellentheorie will aber gar nicht nähere Einzelheiten berücksichtigen, sondern sie soll nach Angabe ihres 
Autors lediglich die wesentlichen Züge der Wärmeübertragung wiedergeben und dureh Vergleich mit bekannten Er- 
seheinungen der Impulsübertragung verständlich machen. 
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6,9 AW 
: (68), | 
d 5) Ü 
wobei 4 W der Reibungswiderstand des Flächenabschnittes bedeutet. 
x B } ® ER de er 
Handelt es sich um eine turbulente Reibungsschicht, so ist in (68) Pr, (4 5) durch Gl. (38) 
’o 
auszudrücken. 
Über die zulässige Größe des Flächenabschnittes, auf den die Gl. (68) angewendet werden \ 
kann, ist folgendes zu sagen. Bei Reibungsschichten, die sich an Körperoberflächen unbe- 
hindert ausbreiten können (also den eigentlichen Grenzschichten), ist © die im allgemeinen 
gleichbleibende Temperatur der Potentialbewegung. In diesem Falle hängt die zulässige Größe 





z ‘ Be 5 . [(dg ER 
des Oberflächenbereiches von der hinreichenden Konstanz von U, r ‚) bzw. der Größen 9, 
Ü 0 


und 9, der Gl. (35) ab (o. und 9, sind Funktionen der Reynoldsschen Zahl des Geschwindig- 
keitsprofiles und verändern sich dadurch mit der Bogenlänge «). 

Bei Strömungen durch Rohre oder Kanäle ist zwar die Reynoldssche Zahl des aus- 
gebildeten Geschwindigkeitsprofiles konstant, dafür verringert sich aber die Maximaltemperatur ©. 
Deswegen gilt die Gl. (68) für Rohre oder Kanäle nur dann, wenn die betrachtete Strecke 
hinreichend kurz ist. Bei langen Rohren muß die Temperaturabnahme berücksichtigt werden, 
wie im nächsten Abschnitt geschehen wird. 

b) Berücksichtigung des Wärmeverlustes der Reibungsschicht. Der durch 
den Strömungsquersehnitt f fließende Wärmestrom Q, beträgt: 

f 
Qu=\oc„Tudf. 


Bei Einführung der „mittleren Strömungstemperatur 7,“ (d.h. der mittleren Temperatur der 
durch den Strömungsquerschnitt fließenden Flüssigkeitsmasse) 
f 
\Tudf 
u 2 
uf 
kann man für konstante Werte von o und c, auch schreiben: 
Qu= 0Cy Tu My f- 


Die auf der Bogenlänge x — x, an die Wand abgegebene Wärmemenge ist gleich dem 
Unterschied @= @,. — @., in den Strömungsquerschnitten fund f,. Unter der Voraussetzung, 
daß die Profile der Geschwindigkeit und der Temperatur als affin angesehen werden können, 
ist 7,,:9, = T.:9 und u„,:U,=u„:Ü und man erhält 


garen, —-veaN.: . . . . .. . B), 
wenn die noch häufig benutzten Bezeichnungen 
a T,. i _ Um 
A rm U 


eingeführt werden. 

Die Gl. (69) kann für die experimentelle Prüfung der Theorie (bzw. der mit Gl. (38) 
verbundenen Gl. (68)) verwendet werden. Denn sämtliche Größen in (69) sind gut meßbar. 
Eine kleine Komplikation besteht allerdings in der Bestimmung von #,, da hierfür eine 
Mischung der austretenden Flüssigkeit erforderlich ist. 

9, kann auch aus der Theorie ermittelt werden. Für den ebenen Fall ist 

ı ı 


\dpdn \dypdn 





0 =- (ebene Reibungsschichten) 
m | r d n 
und für die Strömung im Rohr ist ; 
2 > 
dpolt—mMdn \dpl—)dn 
9,=2! —: (Rohrquerschnitt). 


Im 


\ei-npdn 
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WEGE > ga Eur Bild 11 zeigt 9, für die ebene Platte 
& Mra-2) und für das Rohr in Abhängigkeit von der 
' Prandtl-Zahl und zwar für einige Rey- 
noldssche Zahlen. Der Einfluß der 
Reynoldsschen Zahl auf 9, ist schwächer 
als der der Prandtl-Zahl, da @(Re) im 
Zähler und im Nenner auftritt. 





a) Rohr- oder Kanalströmungen. 


v #69 r Bei Strömungen durch Rohre oder 

Jah Ehe Kanäle ist die Entwicklung der Reibungs- 

r — Ahr schicht begrenzt und die Stärke der end- 

07r— gültigen Reibungsschicht gleicht der halben 

Entfernung der gegenüberliegenden Wände. 

Die bewegte Masse der ausgebildeten 

. - . 8 

-R Reibungsschicht bleibt also unverändert und 

Riem 2 5 40 20 5400 zo die Wärmeabgabe der Flüssigkeit kommt 

Bild 11. Die dimensionslose mittlere Strömungstemperatur durch das Absinken der Temperatur zum 
(Flüssigkeitstemperatur) 9%, =Ty/Tmax- Ausdruck. 


Es folgt demnach aus (69), wenn keine Konizität vorliegt, 
deerruuhleir—-A: - 2.2.0 25 


Andererseits wird die übertragene Wärme auch durch Gl. (67) bestimmt. Hier muß 
noch berücksichtigt werden, daß wegen der Ähnlichkeit der Temperaturprofile die prozentuale 


a eo. a = ' en 
l’emperaturabnahme T auf dem Wege dx in jedem Wandabstande die gleiche ist. Es 


gilt also auch für die Mittentemperatur 
oO 
In| 5) =konst. (x — x,) 


und man erhält aus (67) 


_.%4,-9) W FR 
= ’ » . . . . . . . . . . ‘ . 


9,\,. (dp\ ! 
(6) Pr(ao), 
©, ist die vorgegebene maximale Anfangstemperatur und W der Reibungswiderstand der 
betrachteten Rohr- oder Kanalstrecke. (Bei kleiner Temperaturdifferenz ©, — © geht Gl. (71) in 
Gl. (68) über.) 
Durch Gleichsetzen von (70) und (71) erhalten wir für das Absinken der Mittentemperatur: 


In (% ni FEN aa 
9; Du f u 41 . . . . . . . . . . . . . |. 


Hier ist die durch Gl. (82) ausgedrückte dimensionslose Zahl «* eingeführt worden. s bedeutet 
den Umfang des Querschnittes f. 


f . s 4 . ii 
Bei Rohren ist — = I’ bei flach rechteckigen Kanälen (d = Rohrdurchmesser, 


h 
b = Kanalbreite, h = Kanalhöhe (b> h)). 

ß) Grenzschiehtströmungen.. Ist die Strömung längs einer Wand nicht durch eine 
gegenüberliegende Begrenzung eingeengt, so kann sich die Reibungsschicht ungehindert an 
der Wand entwickeln. Während die Grenzschichtstärke in der Strömungsrichtung anwächst, 
bleibt die Maximaltemperatur © am Rande der Grenzschicht im allgemeinen unverändert. 

Hätte die Körperoberfläche die Temperatur © der Flüssigkeit, so würde die Wärme- 
stromdichte an einer bestimmten Stelle der Reibungsschicht oc, Qu betragen. Durch die 
Kühlwirkung der Wand ist aber die Temperatur um © — T herabgesetzt. Der „Kältestrom“ 
durch den Querschnitt f der Grenzschicht (gegebenenfalls des Nachlaufes) beträgt daher an 
der betrachteten Stelle 

f 
en ER (74). 


Q ist die von der Körperoberfläche bis zur betrachteten Stelle & in der Zeiteinheit aufge- 
nommene Wärmemenge. 
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Durch Einführung des dimensionslosen Wertes der mittleren Strömungstemperatur folgt 
aus (74) 
U in ee a ME: 


Für eine bekannte Geschwindigkeitsverteilung ist 9, durch die Theorie näherungsweise be- 
stimmt. 

Bei konstanter Maximalgeschwindigkeit U ist die Wärmeaufnahme auf einem Teil- 
abschnitt <— x, durch das Anwachsen des Grenzschichtquerschnittes in der Strömungs- 
richtung bedingt, da sich 9, und 9, nur wenig verändern (p„ wächst und 1—#, nimmt 
ab mit der Reynoldsschen Zahl der Grenzschicht). 

Der Einfluß der Prandtlschen Zahl auf die Wärmeübertragung kommt durch den 
Faktor (1—#,) zum Ausdruck. Mit wachsender Prandtl-Zahl wird das Temperaturprofil 
völliger und #9, nähert sich dem Werte 1. 

Aus dem Impulsverlust in der Grenzschicht gegenüber der Potentialströmung ergibt 
sich für den Oberflächenwiderstand W des Körpers eine ähnliche Beziehung wie für die 
Wärmeabgabe ®: 

BE a a a MR 
f 
Hierin ist 9, definiert durch gu Pm f=\g’df. Es besteht allerdings der Unterschied, daß 
die Geschwindigkeit U der Potentialströmung im allgemeinen nicht wie © konstant ist 
sondern sich mit der Bogenlänge x verändert. 

Die Analogie zwischen Gl. (75) und (76) ist aber für einen Oberflächenabschnitt durch- 
zuführen, über dem sowohl © als auch U konstant sind (also ein Druckgefälle vermieden ist). 
Eliminiert man f— f,, so ist, wenn #, und ,„ Mittelwerte über der betrachteten Bogenlänge 
bedeuten, 


. 


1-9, 4W 


4 w] Ba a a 77. 
AG C, l — Pu Ü (‘) 


Hier ist die Wärmeübertragung durch den Wärmeverlust der Reibungsschicht ausge- 
drückt, während sie in Gl. (68) als Funktion des Temperaturgradienten an der Wand er- 
scheint. Durch Vergleich von (68) und (77) ergibt sich 


1—ı iR 
D =1 He He a a a 


le 
u F 5), 


Für Pr, =Pr,=1 ist (5) — 1 und somit 9, = 9, was durch die Ähnlichkeit der Profile 
0 
der Temperatur und der Geschwindigkeit bei fehlendem Druckgefälle bedingt ist. Mit wachsender 
Prandtl-Zahl steigt Pr, (1) und 9, nähert sich dem Werte 1. Im übrigen läßt sich die 
o 


Gl. (78) für die vereinfachte Reibungsschicht (Gl. (40a) bis (41)) leicht verifizieren. 


c) Wärmeübergangszahlen. Die Wärmeübergangszahl «a wird durch das 
„Newtonsche Abkühlungsgesetz“ definiert: 
ec oe A 


Hier ist die durch die Grenzfläche 4 F sekundlich überführte Wärmemenge 4 @ proportional 
der Differenz zwischen der Flüssigkeitstemperatur 7 und der Wandtemperatur T, angesetzt. 

Ursprünglich hatte man den Proportionalitätsfaktor « für einen reinen Stoffwert ge- 
halten, der mit der Wärmeleitfähigkeit vergleichbar ist und der daher in der älteren Literatur 
als „äußere Wärmeleitfähigkeit“ bezeichnet ist. Mit’dem Anwachsen des Erfahrungsmaterials 
wurde aber immer deutlicher, daß der Wärmeaustausch zwischen einer Flüssigkeit und einem 
festen Körper in komplizierter Weise von den wandnahen Strömungsvorgängen abhängt. Das 
Abkühlungsgesetz ist also nur scheinbar einfach, bzw. wenn man die einfache Form der 
Gl. (79) beibehält, wird das eigentliche Problem des Wärmeüberganges in den Faktor «a zu- 
sammengedrängt. , 

Dadurch wird natürlich für die Erklärung der physikalischen Vorgänge nichts erreicht 
und die neuere Forschung hat ja auch andere Ansätze benötigt, um das Wesen der Wärme- 
übertragung aufzuhellen. Für die praktische Anwendung der Forschungsergebnisse ist 
es aber von Vorteil, wenn die komplizierten Zusammenhänge durch einen einzigen Koeffizienten 
dargestellt werden, dessen Wert aus Kurven oder Tabellen entnommen werden kann. 

In der Gl. (79) ist die Flüssigkeitsteımperatur” 7 noch offengelassen. Welcher Wert 
von T aus dem Temperaturintervall von T, bis T,,., eingeführt wird, ist eine reine Zweck- 
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mäßigkeitsfrage. Nur das Eine muß vorausgesetzt werden, daß die zu wählende Flüssigkeits- 
temperatur hinreichend genau definiert ist. Die Bezugstemperatur muß also über dem Be- 
reich des betrachteten Flächenabschnittes annähernd konstant sein. Da diese Annahme nur 
über einen kleinen Flächenabschnitt AF in allen Fällen wirklich zutrifft, ist die Wärme- 
übergangszahl als örtliche Größe zu definieren. 


In den früheren Ableitungen wurde die Wärmeübergangszahl auf die mittlere Temperatur 7, 
bezogen. 
€ . x » .. ” 
Für die Berechnung einer Wärmeübergangszahl a, = z mittels Gl. (66) benötigt man von der 
m 
; 3 A .. Tmfdu a a ar i a 
Theorie einen Ausdruck für \d7) wenn 7, zweckmäßigerweise auf die mittlere Strömungsge- 
Um \t {) 
schwindigkeit u„ bezogen wird. Einen solchen Ausdruck kann man nun aus Gl. (37c) erhalten, wenn 
man dort eine Mittelwertsbildung der Temperatur und der Geschwindigkeit über dem Querschnitt des 
turbulentee Bereiches vornimmt. Da dieser Querschnitt nicht viel geringer ist 
Strömungsquerschnitt, so kann man näherungsweise schreiben: 


ut “) re Un Pr _n4 un ö Be... \ 
2 
y 1 
Pr’ 


als der gesamte 


Pr m (38a) 
Un\dT), n Um 


” 
Diese Beziehung gilt um so besser, je dünner die wandnahen Schichten sind bzw. 
Reynoldssche Zahl ist. 

Vernachlässigen wir das Glied e,„ und setzen v„ = u, sowie Ay = A, so erhalten wir aus (66) 
und (38a) die Näherungsformel (1) für die Wärmeübergangszahl a„=%/Tn. wie sie aus der 
Prandtlschen Theorie folgt. 

An Stelle der schlecht meßbaren Temperatur 7, wird in der Praxis die mittlere Strömungs- 
temperatur 7, verwendet. Man benötigt daher von der Theorie einen Ausdruck für 4,—=/Tu- 
Hier besteht allerdings eine Schwierigkeit. Man kann zwar durch eine entsprechende Behandlung von 


je größer die 


Rn ! : .„ (du RUE : a 
Gl. (37e) eine Formel für la n) erhalten, in die die mittlere Strömungstemperatur des turbulenten Be- 
0 


reiches als Bezugstemperatur eingeht. Man erhält dann aber an Stelle der mittleren Strömungs- 
geschwindigkeit 4%, den quadratischen Mittelwert von « über dem Querschnitt des turbulenten Bereiches. 

Näherungsweise kann man natürlich den quadratischen Mittelwert von « durch u, ersetzen (vor 
allem bei hohen Reynoldsschen Zahlen), ebenso wie man in grober Näherung 7, an Stelle von T, 
schreiben kann. Damit sind wir aber wieder zur Gl. (38a) bzw. zur Prandtlschen Formel zurück- 
gekehrt. 

Der Unterschied zwischen 7, und 7, spielte jedoch bei den früheren Betrachtungen keine Rolle. 
In Anbetracht der Schwierigkeiten der Wärmemessungen liegt dieser Unterschied auch zumeist im 
Rahmen der Meßfehler. Ferner überwiegen bei der Prandtlschen Formel die Fehler, die durch die 
Vernachlässigung der Übergangsschicht und der Temperaturabhängigkeit der Stoffwerte bedingt sind. 

In Ermangelung einer theoretischen Beziehung für 9/T,, die mit der Erfahrung in Einklang 
steht, hat ten Bosch eine halbempirische Formel aufgestellt?®),. Dabei wurde die Form der Prandtl- 
schen Gleichung übernommen, aber die Konstanten wurden durch Größen ersetzt, deren Abhängigkeit 
von Re und Pr aus den bisherigen Messungen festgestellt wurde: 


do 0,125 £ * 
5 0) 
VCp Um Ta Ii+ B Re’ Pr-®.185 (Pry m 7 BB SEE 2 Zn are se IE ( , 


(Für Heizung ist B» 1,4, für Kühlung B» 1.12. Prg bezieht sich auf die wandnahen Schichten. 


Im 
übrigen gelten die Stoffwerte für die mittlere Strömungstemperatur.) 


Im Anschluß an die Theorie der vorliegendem Arbeit wird die Wärmeübergangszahl am 
zweckmäßigsten mit der Maximaltemperatur © gebildet, da nur diese Temperatur ohne Zwang 
als Bezugsgröße eingeführt werden konnte (siehe die Ableitung der Gl. (38)). Die Maximal- 
temperatur hat außerdem den Vorteil, daß sie ohne Zuhilfenahme einer Mischvorrichtung als 
Einzelwert meßbar ist”). Wir definieren also 


39: 
e=9ArF 9° 


Diese Zahl wollen wir noch durch Division mit 0, Cpo %m © dimensionslos machen und 
schreiben 


9, Epo Um QOAF 0, Epo Um 9 


R 4Q ds 
a - 


(81). 


3%) ten Bosch: Die Wärmeübertragung, Berlin 1936, S. 113 u. f. 


40) In Fällen, wo eine Bestimmung von 7, für zuverlässiger gehalten wird als die Messung von ®, kann man 
mittels 9, (siehe Bild 11) anf ® schließen: — Tu: 
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In der technischen Literatur ist es üblich, den Wärmestrom 9, auf OCp um Tu zu beziehen (siehe 
Gl. (80)). Ferner ist es gebräuchlich, auch noch die Nusseltsche Zahl 


Nu—®% . 


AT, 

anzugeben, bei der g, auf den Wärmestrom /7,„/d bezogen ist. Diese beiden dimensionslosen Wärme- 
zahlen stehen untereinander in folgender Beziehung: 

‘ Nu Nu a* Ocpdu ü 

=. == Pe —°“P©"m _ Ppeclesche Zahl). 

OCpuUmlTu Pr Re Pe Bu h / 
Die ältere Nusseltsche Zahl hat sich bekanntlich bei der Darstellung solcher Fälle bewährt. 

bei denen eine Klärung der Einzelvorgänge noch nicht erfolgte. In den Fällen dagegen, wo man über 


den örtlichen Wärmeübergang Aussagen machen kann und wo sich g, direkt durch 4, (5) ausdrücken 
\ J/0 


läßt, ist es das Gegebene, g, auf einen Ausdruck von der Form 0cp uT zu beziehen, wie mam auch noch 
aus den weiteren Ableitungen ersehen wird. 

In gewissen Fällen mag es von Interesse sein, die beiden dimensionslosen Wärmezahlen mitein- 
ander zu vergleichen. Im allgemeinen dürften sich aber die Angaben von Nu und von Pe erübrigen, 


( a a . ö 
wenn für die Wärmezahl von der Form -_ ee eine gut begründete Formel vorhanden ist. 
; 0Cp 


. ( . o4,* r ». * * 
Damit Io nicht durch unnötige Zahlen ausgedrückt zu werden braucht, haben wir hier- 
Op Cd Um 9 ” 
Yo "Po *m 


für die neue Bezeichnung «a* eingeführt. 


Die dimensionslose Wärmeübergangszahl «* bezieht die an die Wand überführte Wärme- 
menge q, auf eine Wärmemenge 0, yo 4m ©, die in der Flüssigkeit an der Wand vorbeiströmt. 
Die Zahl «a* stellt also eine Art „Nutzeffekt“ für die Wärmeübertragung dar. Allerdings ist «a* 
sehr gering (es liegt zwischen 10°? und 10°° [siehe Bild 13]), so daß nur ein kleiner Bruch- 
teil der vorbeiströmenden Wärme für den Wärmeübergang nutzbar wird. 

Da auch a* eine örtlich definierte Größe darstellt, haben wir für die Weiterbehandlung 
von (81) die Gl. (68) für die Wärmeabgabe eines Flächenabschnittes zu verwenden. Wir 
erhalten dann mit Benutzung von (19) und der Bezeichnung g „7 


° Im ER ae 
dg \ 
dd), 


"= 
sPr,| 
Diese Formel ist ebenso eine allgemeine Beziehung wie die Gl. (68) und die Definitions- 

gleichung (19). Sie gilt daher unabhängig von der Art der Strömung. 
Die Formel (82) hatten wir bereits benutzt, um die Zahl a* in die Gl. (72) für die Temperatur- 


abnahme einer Strömung mit Druckabfall einzuführen. Wir können nun aber andererseits die Gl. (72) 
zur Betimmung von a* verwenden: 


en '9,\ a 
ee din 2 F' (72a) 
Für einen hinreichend kurzen Abschnitt folgt daraus: 
re To 5 e 
a», tz F (72b). 


Diese Beziehung ist mit Rücksicht auf Gl. (70) identisch mit der Definitionsgleichung (81) für «a*. 


; a S 43 dp ; 
Für turbulente Reibungsschichten hat man in (82) Pr, (4) aus Gl. (38) einzuführen. 
0 


R 5 u u 
Schreibt man noch 9, = a T und »=b T und setzt c5, = Cpü * Cpt voraus (was wohl stets 


erlaubt ist), so folgt: 
015 m 


a*- — r 
u” (Ag u* /In(Prü Ay/A) i 
MR , + =, ; 
I-+e, taz 1 Pr, 1)-+(b a)7 N AlA, Prü ı) 


(83). 


Ra U i 
Hier sind £, 9m und zu bekannte Funktionen der Reynoldsschen Zahl. 








AUM 





YUM 
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A, 
Für Gl. (83) fehlen noch die Zahlenangaben für a, b und 1 . Aus Strömungsmessungen 


wurden a» 15 und b x» 15,5 festgestellt (siehe Kapitel 6). Den b-Wert 15,5 wird man wohl 
verwenden können, zumal b nur im Gliede für die Übergangsschicht auftritt. Der angegebene 
a-Wert ist aber (wie wir oben ausführlich begründeten) noch sehr unsicher. Wir müssen 


daher a sowie r ausgemessenen a*-Werten nach Gl. (83) bestimmen. 


Hierbei besteht 
ID — 2 
allerdings eine gewisse 
05 (berechnet) Schwierigkeit dadurch, 
gr | daß es sich um zwei 
P. Unbekannte handelt. 
er | VE Gl. (83) zeigt aber, daß 
oo. FREE ni . PRFIBRFDIGR PB re 







bei hohen Prandt|- 
Zahlen der Wert von 





| A a N 
| N die Wärmeüber- 
| 4 
EEE. SEELE BA WER RER EEE. gangszahl praktiselı 


nicht beeinflußt, wäh- 
rend andererseits bei 
kleinen Prandtl-Zah- 
len der Wert von a 
nur eine geringe Rolle 
spielt. Man kann da- 
her a aus Wärme- 
messungen bei hohen 
Prandtl-Zahlen und 
A,/A aus Versuchen 
bei kleinen Prandtl- 
nr — a Zahlen ermitteln. 

Bild 12 zeigt Mes- 
sungen von Bühne*') 
und von Morris und 
Whitman®) bei ho- 
A Ir "I nn hen Prandtl-Zahlen 


Bild 12. Wärmeübergangszahlen «* nach Messungen von Bühne, von Morris und und Messungen von 
Whitman und von Rohonezi im Vergleich mit der Theorie. (Annahmen: a = 2,2; Rohonezi ( l. C) bei 
AqlA= 1,1.) 





e Bühne 





09 Morris - Whitman 


x Rohoncz/ 





a*.70° (gemessen) 


kleineren Prandtl- 
300 REITER Zahlen und zwar sind die gemessenen 
| | | | a*.- Werte gegenüber den gerechneten auf- 
getragen. Für die Rechnung wurde a—=2,2 
und A,/A = 1,1 angenommen, wodurch die 
günstigste Lage der Meßpunkte erzielt 
wurde. Die Streuungen der Meßpunkte 
bei hohen Prandtl-Zahlen sind wegen 
der Schwierigkeiten der Versuche und der 
noch unvollkommenen Theorie der nicht- 
isothermen Wandströmung verständlich. 
Für konstante oder wenig veränder- 
liche Stoffwerte tritt in Gl. (83) nur eine 
Prandtl-Zahl auf. Für diesen Fall zeigt 

















rin | Bild 13 a* in Abhängigkeit von Pr’ und 
| | nr | zwar für verschiedene Reynoldssche 
4 EN FEED VIER. RE Zahlen. 
9 | | PR = . . \ P : 
| | Een: 2 we Mit Hilfe der nach Gl. (83) bestimmten 
072 1m 2 Be 0 051% 2%o Wärmeübergangszahl a* läßt sich die Wärme- 


Bild 13. Wärmeübergangszahlen «* (Pr) nach der Theorie bei abgabe 1Q eines Flächenabschnittes AF_be- 
verschiedenen Reynoldsschen Zahlen (Annahmen: konstante rechnen: 
Stoffwerte; a=2; Ag|A=1). Für Re=4.10% sind «*-Kurven IQ=09CpoumY9AFa*. . . (68a). 
nach der Prandtlschen Formel eingezeichnet und zwar für Diese. aus (81) fole Ay a 2 
a—2,0 (gestrichelt) und a=8,8 (striehpunktiert). (Diese, aus (81) fo gende Beziehung ist nur eine 
andere Form von Gl. (68).) 
#1) W.Bühne: Die Wärmeübertragung in zähen Flüssigkeiten bei turbulenter Strömung. Abhandlungen, Aachen, 
Heft 15. 


42) Morris u. Whitman: Heat transfer for oil and water in pipes, Ind. Eng. Chem. Bd. 70 (1998), S. 234. 
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Daß die Wärmeabgabe nur für einen Flächenabschnitt angegeben werden kann, liegt an der ört- 
lichen Definition von a*. Der Grenzflächenbereich darf nur so groß gewählt werden, daß die über ihm 
herrschende Temperatur © hinreichend konstant ist. 


Auf lange Rohrstrecken, in denen die Temperaturen stark absinken, darf daher die Gl. (68a) 
nicht angewendet werden. Hier kann man aber die Wärmeabgabe nach Gl. (70) berechnen, wenn der 
Temperaturabfall 0, —© in der betrachteten Rohrstrecke bekannt ist. Die Endtemperatur © läßt sich 
nach Gl. (72) bestimmen, wenn die Anfangstemperatur ©, vorgegeben ist. 


Wie man sieht, spielt auch der Wert von #, eine Rolle. Dies ist aber nur bei langen Rohr- 
strecken der Fall, weil hier der Wärmeverlust in der Reibungsschicht ausschlaggebend ist. Bei kurzen 
Rohrabschnitten dagegen (also dem eigentlichen Anwendungsgebiet der Wärmeübergangszahl) tritt 9, 
nicht auf (siehe Gl. (68a)). Denn längs eines kurzen Flächenabschnittes werden die Temperaturen als 
praktisch konstant angenommen und die Wärmeabgabe 4@ ist durch Gl. (68a) als Funktion des Tempe- 
raturgradienten an der Wand dargestellt, der in dem Ausdruck (83) für a* enthalten ist. 


Zusammenfassung. 1. Für das Verhältnis der turbulenten zur molekularen Wärmeüber- 
tragung sowie für die Temperaturverteilung in turbulenten Reibungsschichten ist außer der 





. A A, r 
Reynoldsschen Zahl die „allgemeine Prandtl-Zahl* Pr’ = 1 Pr maßgebend (A, = Aus- 


Z 


tauschkoeffizient für die Wärme, A’— Austauschkoeffizient für den Impuls). 


2. Aus der Definitionsgleichung für die allgemeine Prandtl-Zahl wurde eine Formel 
entwickelt, welche die Temperatur als Funktion der Geschwindigkeit darstellt. Für aus- 
gebildete Wärmegrenzschichten lassen sich mit dieser Formel alle Fragen des inkompressiblen 
Wärmeüberganges in einfacher Weise behandeln, wenn das Verhältuis der turbulenten Schub- 


® x; ne _ : ! 
spannung zur Gesamtschubspannung (“) in den wandnahen Schichten hinreichend bekannt ist 


A ; . 
und wenn 1 als unabhängig vom Wandabstand angenommen werden kann. 


‘ 2 Fr nd Tr P >» “ .. . . 
3. Zur Bestimmung des Schubspannungsverhältnisses r für Strömungen, die dem „uni- 


versellen Wandreibungsgesetz“ gehorchen, wurde die Geschwindigkeitsverteilung einer iso- 
thermen Kanalströmung zwischen glatten Wänden bis in die zähe Wandschicht hinein ge- 


. f Tr . ö .. 
messen. Der aus diesen Messungen ermittelte , Verlauf des Jaminar-turbulenten Übergangs- 


bereiches läßt sich näherungsweise durch eine lineare Funktion der Geschwindigkeit dar- 
stellen. 


4. Es wurde die Rückwirkung der Temperaturabhängigkeit der Stoffwerte auf die wand- 
nahen Strömungsvorgänge überschläglich betrachtet. Aus diesen Überlegungen folgt, daß die 
Strömungsgeschwindigkeit an der Laminargrenze (im Unterschied zur Stärke der Laminar- 
schicht) vom Temperaturverlauf näherungsweise unabhängig ist. 


5. Es wurden der Temperaturgradient an der Wand und die Verteilungen der Tempe- 
ratur und des Wärmestromes in turbulenten Reibungsschichten auf Grund der Ergebnisse 2 
bis 4 berechnet. Die angeführten Formeln bzw. Abbildungen lassen die Einflüsse der Prandtl- 
Zahl, der Reynoldsschen Zahl, der Austauschgrößen und der Temperaturabhängigkeit der 
Stoffwerte erkennen. Da auch der Druckverlauf und die Formgebung der Wand eine Rolle 
spielen, zeigen sich Unterschiede im thermischen Verhalten der Reibungsschichten des Rohres, 
des Kanales und der ebenen Platte. 


6. Nach einem Vergleich der verschiedenen Definitionen der Wärmeübergangszahl wurde 
eine neue Formel für den Wärmeübergang angegeben, in der die maximale Temperaturdifferenz 
als Bezugsgröße erscheint. Der neue Ausdruck für die Wärmeübergangszahl unterscheidet 
sich von der Prandtlschen Formel u. a. durch ein zusätzliches Glied, das die Verhältnisse 
in der laminar-turbulenten Übergangsschicht berücksichtigt. 209 


Die vorliegende Arbeit wurde mit Mitteln durchgeführt, die die I. G.-Farbenindustrie 
in dankenswerter Weise zur Verfügung gestellt hatte. 

Bei den Messungen und Auswertungen haben die Herren K. Hellwig und H. Schuh 
mitgewirkt. 
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Über die wirbelfreie stetige zweidimensionale Bewegung 
einer unendlichen reibungslosen Flüssigkeit um einen un- 
beweglichen Zylinder. 

Von N. Neronoff in Leningrad. 

D Geschwindigkeit einer reibungslosen, inkompressibelen (zweidimensionalen) Flüssigkeit 

sei in unendlich großer Entfernung von einem festen Körper A nach Größe und Richtung 
konstant (Bild 1): ferner sei die Bewegung der Flüssigkeit als wirbelfrei und stetig ange- 
nommen. Die Staupunkte an der An- und Abflußseite 

y des umströmten Zylinders bezeichnen wir mit a und b. 


In früheren Arbeiten lösten wir die gestellte Auf- 
gabe mit Hilfe einer speziellen konformen Abbildung, 


> die zu ebenen Konturen (Normalschnitte der zylindrischen 


Oberfläche des Körpers) führt, welche im allgemeinen 


Falle die Gesamtheit zweier algebraischen Kurven be- 
ET liebigen Grades darstellen‘). Diese Kurven entsprechen 
TR den zwei Teilen der Kontur, die durch die Eckpunkte 


a und b getrennt sind, dabei wird die Geschwindigkeit 








2 der Flüssigkeit in diesen Punkten gleich Null sein. 
Im speziellen Falle können die erwähnten Teile zu ein 
Bild 1. und derselben algebraischen Kurve gehören. Dann werden 


a und b gewöhnliche Punkte sein, wie etwa im Falle 
einer Ellipse. Später gingen wir durch Kombination der erwähnten Abbildung mit einer 


s ® (z) i a ‚ 
anderen von der Form Z= Bez; WO Piz) und Yi(z) Polynome sind, zu Tragflügelprofilen 


über, wo b der Umkehrpunkt ist und wo die Geschwindigkeit der Flüssigkeit in ihm nicht 
Null ist’). Das bekannte Joukowskische Profil ist ein sehr spezieller Fall von Profilen, 
die wir in Parameterform erhielten, eine Darstellung, die ihre Konstruktion erleichtert. In 
der letzten von uns veröffentlichten Arbeit über das erwähnte Thema endlich führten wir 
die anfangs gestellte Aufgabe auf die Lösung eines Systems von Funktionalgleichungen zurück ’). 


In der vorliegenden Arbeit wird die in den ersten Arbeiten benutzte konforme Ab- 
bildung auf den Fall zwischenräumlicher Eckpunkte der Kontur verallgemeinert. In 
die Zahl der letzteren schließen wir nicht den Fall ein, daß sich in den Punkten a und b, 
wo sich die Stromlinie ! in zwei Zweige teilt, bzw. wieder vereinigt, Ecken befinden. Zu 
diesen Zwecke werden wir unsere konforme Abbildung, welche zwei komplexe Veränderliche 
z=a@+iy und w=p+iw(i=y-—1) verbindet, in folgender, verallgemeinerter Form dar- 
stellen: 


| p 4 
as bi 21, : 
2 = ste, n + I „(P, 9) wr (n = w,)" 
p+ta=n 
(1). 
» q D q 


+6 (p,g) w" (m — w,)" + cn (p, g) (m — w,)" (wm — w,)* | 
Hier sind durch w, und w, reelle positive Parameter bezeichnet. 
Es sei 
<< w,<w,. 
Die Umwandlungskoeffizienten sind im allgemeinen imaginäre Größen: 
s=a+tib, c,=a,+tib, 
HP, dan (pP, D+ibn(P, 9, c, P,d=mnlp, tip, dt: - + (2). 
(pda (p,)+ibn (p,g) 
Für die ganzen positiven Zahlen p,gq,n gelten die Ungleichungen 
p>2l,q2z1,n>2, 
1) Comptes rendus Bd. 188 (1929) 8, S. 544; Messenger of Mathematies Bd. 58 (1928) S. 8. 
2) R. Accademia Naz. dei Lincei, Mem., 1933, Ser. VI, vol. V, fase. VI. 


3) Academie royale de Belgique, Bulletin de la celasse des sciences, 1937, 4, S. 381; ibidem, 5, S. a7l. 
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wo jede der Zahlen p,g alle Werte der Zahlenreihe 1,2,...... (n— 1) annehmen kann. 
Dabei ist über alle Werte p, q zu summieren, für die die Gleichung 

A BE 
eilt. 


Wir sehen z,y und @,y als rechtwinklige kartesische Koordinaten der Punkte an, die 
auf den Ebenen der komplexen Veränderlichen z und w liegen. Dabei wird vorausgesetzt, 
daß die Kontur in der Ebene z liegt. Die Gleichungen 9 = const, y= const entsprechen 
den zwei Systemen zueinander orthogonaler Kurven der z-Ebene. Wir wollen etwa 
p als Geschwindigkeitspotential und y als Stromfunktion ansehen. y=0 sei die Gleichung 
der Stromlinie !, welche aus zwei unendlichen Zweigen und einer Zylinderkontur besteht. 
Auf Grund der Formel (1) erweist sich die Funktion z als mehrdeutig, da sie drei Ver- 
zweigungspunkte a, ß,y n-ter Ordnung auf der Abszissenachse x der w-Ebene hat, wo w—0, 


, k i ‘ de . ae ne A A ; 
w=w,, w=w, ist (Bild 2). Die Ableitung gibt die Geschwindigkeitsverteilung für die 
a a 2 > 


verschiedenen Punkte des Raumes, welcher von der Flüssigkeit erfüllt ist. Ihr Modul ist r 
und das Argument gibt die Geschwindigkeitsrichtung im entsprechenden Punkte’). Aus dem 
Ausdrucke für die Ableitung = 
unendlich groß wird, so daß der diesen Punkten entsprechende Geschwindigkeitswert gleich 
Null wird. 


überzeugen wir uns, daß sein Modul in den Punkten «, p, y 














hy 
v | 
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zZ 
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Bild 2. Bild 3. 


Als Resultat unserer konformen Abbildung verwandelte sich die Zylinderkontur auf der 
Ebene w in einen geradlinigen Abschnitt aß der Abzissenachse. Wir nehmen diesen Ab- 
schnitt als eine plattgedrückte Kontur an, wobei wir bei ihr eine obere und untere Seite 
unterscheiden, denen die Konturteile des Zylinders entsprechen, welche durch die Punkte 
a und b geteilt werden. Den Punkten a und 2 entsprechen auf der Ebene z die früher er- 
wähnten Punkte a und b. Was nun den Punkt y betrifft, in welchem die beiden Punkte 
y, und y, zusammenfallen, die der oberen und unteren Seite des Abschnittes « # angehören, 
so entsprechen ihm auf der Ebene z die Zwischenraumpunkte g, und g, der Kontur (Bild 3). Die 
Bedingung für die Existenz der Zwischenraumpunkte ist die, daß von drei Koeffizienten 
CH(Ps PD, n(P,Q, En (p,g) zwei gleichzeitig nicht Null werden. Wir beschränken uns auf 
ein Paar von Eckpunkten. Die Verallgemeinerung der Lösung macht keine Mühe. 

Oben haben wir auf die Vieldeutigkeit der Funktion z hingewiesen. Zur Untersuchung 
aller ihrer Zweige machen wir auf der Ebene w einen Schnitt (franz. coupure) aß und kon- 
struieren eine entsprechend vielblättrige Riemannsche Fläche, die einen stetigen Übergang 
eines Zweiges der Funktion z in die andere ermöglicht; nachher kann diese Funktion als 
eindeutig angesehen werden. 

Die Lösung der gestellten Aufgabe hängt nun davon ab, auf welchem Blatte speziell 
der Wert z betrachtet wird. Aus einigen möglichen Lösungen führen wir nur eine an, die 

1 


> 

den gewählten Werten der Faktoren von der Form m" entspricht, welche in dem Aus- 
druck für z enthalten sind und diesen oder jenen Zweig der erwähnten Funktion bestimmen. 
Zu diesem Zwecke führen wir auf der Ebene mw Polarkoordinaten ein (Bild 2): 

v=oei, 0 nl, nn = li... 2.2...) 
wo 

0<9<2n, 0<@9'<2n, 0<09"<2n 
ist und e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet. Dadurch sind alle Werte der 

p 


Faktoren von der Form w” eindeutig bestimmt. 


4, Kirehhoff, Vorlesungen über math. Physik, Mechanik, 22 Vorl., $ 1. 
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Wir gehen nun zur Bestimmung der Beziehungen zwischen den Punkten der w-Ebene 
und der z-Ebene über. Für unendlich entfernte Punkte ist: 


; ’ „ ) 
mu Ic, + \ In (Pd +Hlp.M+En vanıı 
p+tqa=n | » 
RE (2), 
dz l . . Y ‘ “ 
= — (di, tir.)=c + [en (pP. + an(p ten (pP. q)] 
dw v, | 


»yrıa=n 
wo v,, die Geschwindigkeit der Flüssigkeit in diesen Punkten und v,, und v,,, ihre Projektion 
auf die Achse bezeichnen. Auf diese Weise erweist sich die Geschwindigkeit der Flüssigkeit 
in unendlich großer Entfernung vom festen Körper .A als konstant nach Größe und Richtung. 
Wir trennen nun in der letzten Gleichung den reellen und rein imaginären Teil: 


2 + nat dt, | 
p+tgy=n 
6 
Uyo l | \ " ’ N 7 en 
vn MW: [bp „+ b,(p.d)+ b,, (pP, p] 


py+ta=n 


Stellen wir nun das Verhältnis zwischen der oberen Halbebene w und dem Teil der Ebene z 
fest, die auf der Seite der positiven Richtung der y-Achse gelegen ist und durch die unend- 
lichen Zweige der Stromlinie ! und einen Teil ag,b der Zylinderkontur begrenzt ist, so 
wird der unteren Halbebene w der Teil der Ebene z entsprechen, welcher auf der Seite der 
negativen y-Achse liegt und durch die gleichen unendlichen Zweige der Stromlinie ! und 
den Teil ag, b der Zylinderkontur begrenzt ist. Wir erhalten 


a, + I a, (p, BEREBEEED RS: u ri 
p+tqa=n 
Auf Grund der Gl. (6) und (7) wird v., >0 und folglich vollzieht sich die Bewegung der 
Flüssigkeit in der Richtung der positiven x-Achse. 

Als nächste Aufgabe stellen wir uns: die Parametergleichung von ag, b und ag,b der 
Zylinderkontur und der Gleichungen der unendlichen Zweige der Stromlinien ! zu finden. 
Zuerst betrachten wir den Teil ay,b und die ihm entsprechende obere Seite des Ab- 
schnittes aß, die der oberen w-Halbebene angehört. Für die letztere sind die Veränderungen 
der Polarwinkel ©, ©', ©” in den Formeln (4) durch die Ungleichungen 


O<SO<a, O0<@% <a, 0< 9 <n 
begrenzt. 
Dem Teile ag, der Zylinderkontur entspricht auf der w-Ebene der Abschnitt ay der 
p-Achse. Wir haben für die Punkte dieses Abschnitts 


9-0, ==, (om oe "wm —p, \ 
: (9). 
.—od, Ww—- wem, 0), w— wm, =lw, —o)e*' 
Dem Teile g,b der Zylinderkontur entspricht der Abschnitt y ?, für dessen Punkte 
9=-9'=06, Yen, (am, od, €" =o wi, | 
(9) 


ep, ®w w,= (mw, — 0) eri, w w,=0— m, 


ist. Ferner entspricht dem linken unendlichen Zweige der Stromlinie Z auf der w-Ebene der 
negative Teil der Abszissenachse 9. Für die Punkte des erwähnten Teils ist 


9=-9=-H=n, !=m,+to, 0"=w,+to, \ 
. : - (10). 
w=oe", wm —w=lotn,)e*, w—w, =lo+w,) e' ) 
Endlich entspricht der rechten Seite des unendlichen Zweiges der Stromlinie ! die positive 
Seite der Abszissenachse 9, welche rechts vom Punkte $ liegt. Wir haben für die Punkte 
dieses Teils 

9-9 = 0'060, (ap — mw, 0"=o—m, \ 
. (11). 

n=0, w— m =O0—-Nn, mw—n =o—nm, ) 
Nach dem Gesagten können wir die Formeln (1) der konformen Abbildung folgerichtig für 
die Teile ag, und g,b der Zylinderkontur und ebenfalls für die zwei unendlichen Zweige 


23° 
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der Stromlinie ZT anwenden. Wenn wir in der Formel (1) die erwähnten 
setzen, so erhalten wir für den Teil ag, der Zylinderkontur 


[ p q gi 
Y 
2=0c,+c,0+ 2 [en (pP, ) o" (m, — oe" 
ptu=n 
p q gi p 


q) 
o)" | 


’ I‘ ’ 
+c,„(P, go" (m; e„(p: g)iw, o)" (m, 


o)" e n 


für den Teil g,b 


| p q rgi 
z=6,r060+ Pi [en (pP, Q) 0" (m, — o)" e " 
p+a=n 
D 4q v q rgi 
+ ce) (p, 0" (dO -w,)" +ch (pP, lo — mw,” (w, -o)"r en" 


für den linken unendlichen Zweig der Stromlinie I 


» 4 


v 
0— I \en(p, do" (e + mu)" 


2=0,—tc,0 


p+razn 


7 4 v q | 


+c,(p. Do" o+ m)" + (pP, Die tm)" (o+m,)"| 


und endlich für den rechten Zweig 


p 4 
x, +c I”. (p,q)o"r(o ww, 
A C, Lj 1 oO i n P: / SG 0 vo 
pta=n 
D 4 D q 





+c), (p, Mo" (o — w,)" +c} (p, Q) lo — w,)" (o — w,)" 


Beziehungen ein- 


(12): 


(13); 


(14) 


(15). 


Wir erhalten die gesuchten Parametergleichungen, wenn wir in den vorhergehenden Formeln 
die reellen und rein imaginären Teile trennen. Zunächst führen wir folgende Abkürzungen ein: 


0 _ 70 
A„(p,Q)=a,„(p,g) cos n —b„(p, gq) sin —1, 


Ei TT( 
BD. (pP, )=a,(p, q)sın — + b,( pP, q) cos —., 


g 


’ ‚ Tg ü 
A„(p,q): -a,(P,g) cos . —- 512, gq)sın u. 


er 3 
B.(p, Q)= a), (p, q) sin — +5’, (p, gq) cos 4, 


„ „ 7 u 8 
Ay (p,gQ) = a) (p,g) cos — b„(p, q) sin = - 


BR 
+57 (p, q) cos 2 





7} [77 . 7TQ 
B,(p, De a, (p, g) sin $ 


Als veränderlicher Parameter dient in allen Fällen o. 


Die Parametergleichungen sind: für den Teil ag, der Zylinderkontur 


r 


P g » q 
2=0+00+2 An.) o” (m, — 0)" + A, (p, No" (mw, o)" 
p+ta=n 
D q 
a, (p, q) (w, — o)" (m, — ol i 
p 4 p q 
Y —b,+b, o+ FR. FI 0)" +B,(p, go" (w, u. o) 
p+ta=zn 
» q 
by, ( p,q) (mw, — 0)" (m, — o)"| 


mit Oo<o<mw; 


(16). 


(17), 
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für den Teil g, b 











» q p 4 
N Y ’ 
x= a,ta,0o+ ) (Aulp.g)o" (m, o)" a„(p,g)o"(o w,)" 
p+traı=n 
» 4) 
+ 4, (pP, e — w,)" (m, oO)" 
(18), 
D 4 D q 
a 
y= b,+b,o+ = (Pu (P, Do" im, — 0)" + b), (p, q) o" (o w,)” 
p+ta=n 
v q] 
+B/(p,g) (0 w." (mw, — 0)"] 
wo mw, zo< mw, ist; 
für den linken unendlichen Zweig der Stromlinie I 
[ p q D 4 
| 
2 =4a4, —4,0 52 la„(p, g)o" (w,+o)" + a’,(p, qo”(w, +0)" 
p+g=n 
D 4] 
+ a, (p, )(w, +0)" (w, + o)*|, 
t (19), 
v | » 4 D 4 
y=b,- b,o— — bu (pP, Q) 0" (w,+ o)" + bp, q)o" (mw, + 0)" 
p+ta=n 
p 4] 
— b’/ (p, q)tw, +0)" (mw, + 0)" | 
wo0<o<+tuw ist, 
und für den rechten Zweig 
. » q V q 
z=4a,+a,0+ R; ja„(Pp, q) 0" (o — w,)" + a’, (p, q) 0" (o — w,)" 
p+tga=n 
p a) 
+ a), (p,g) (o — w,)" (oO — w,)"|, 
(20), 
= [ D 4 D q 
y=-b+bo+ 2 Ib, (p, or lo —w,)" + b„(p, qQ) 0” (o — w,)" 
y+tu=n 
v q|\ 
E= bi, (p, q)(o wo — wm"! 


wo w,.<o<+tu ist. 

Wir bemerken, daß die Parameterform der Gleichungen aller erwähnten Kurven die 
Berechnung der Koordinaten einer Reihe von Punkten und damit ihre Konstruktion außer- 
ordentlich erleichtert. Ein Beispiel wird späterhin gegeben. : 

Bisher haben wir die obere Halbebene betrachtet, welche nur einem Teil der z-Ebene 
entspricht. Es bleibt die untere w-Halbebene zu betrachten, wo die Polarwinkel ©, 0, ©" 
sich in folgenden Grenzen verändern: 


ı<0<2n, aı<@'<2n, n<@0"<2n 


und die Veränderliche w einen konjugierten Wert hat. 
Wir erhalten daher für die Punkte des Absclınittes «a y 


$=2n, '—=-4$)'—n, 0' =, 0, 0" =mw —o. 


S 


Dementsprechend für die Punkte des Abschnittes y ß: 
= 0&"=2n, O'=n, e=w—o, 0"=o0o—w,. 
Ferner für die Punkte des negativen Teils der Achse @ 
=-9'=-0@=n, oe—=m,+ 0, oe"—=mw,+o 


und endlich für den positiven Teil der Achse , die rechts vom Punkt f gelegen ist: 


=-0=-0=2n, 0e=0--%,, e"=o—mw,.. 


Durch einfache Rechnung überzeugen wir uns, daß die Parametergleichung des Teiles a g, 
der Zylinderkontur aus der Gleichung des Teiles ag, durch Veränderung des \ orzeichens von 
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sin — erhalten wird. Dasselbe gilt für die Teile 9,5 und 9,5. Der Ausdruck für die Ab- 


; ds : ; ; \ ae. Pe e 
leitung ] gibt die Möglichkeit, das erhaltene Geschwindigkeitsfeld auf dem Teil der z-Ebene 
aw > 
zu untersuchen, der von der Flüssigkeit eingenommen wird. Die Bewegung der behandelten 
; i vr dz 
Form kann wirklich bestehen, wenn die Wurzeln der Gleichung 2.” 0 den Punkten deı 
2-Ebene entsprechen, die innerhalb der Zylinderkontur liegen. Diese Voraussetzung bedingt einige 
Einschränkungen für die beliebigen Koeffizienten der Formel (1) der konformen Abbildung. 
Ein Beispiel für derartige Einschränkungen wird in dem untenstehenden speziellen Falle 
angeführt. 
Wenn in der Formel (1) alle Koeffizienten 
Cor %5 Hl M, nlP,q), en (p, q) 
reell sind, mit anderen Worten 
b, == b, 25 bu (p. = b), (pP, = b,(p, UV, 


so besteht in der Bewegung der Flüssigkeit eine Symmetrieebene. Die Abszissenachse der 
Ebene z ist die Stromliniel und dient für die Zylinderkontur als Symmetrieachse. Um eines 
der einfachsten Beispiele anzuführen, betrachten wir die konforme Abbildung, die durch die 
Formel 
1 1 1 ' ı 1 

2=c,+e # +c,n2 (m — w,)? +c,#w? (m — ww +e, w— mw? (w —w . . . 2) 

mit den reellen Koeffizienten e,,€,,€,,€,,e, bestimmt wird. 
Nach der obigen Methode finden wir die Parametergleichung des Teiles ag, der 

Zylinderkontur 

z=o+06e-e (m, 0): (m, 0), y=e, 0: (m, 0): +c,0 2 (mw, — 0)? "x CE, 
wo 0<sosw 


‚ ist. Die Parametergleichung von g,b nimmt die Form an 


1 1 1 1 ı 1 
z=6+60o+6,0(o0— mw), y=c,0(lw,— o®%!+c(le— wm" (m, — 0! . . (3), 


wo mw, <o<m, ist. Die Gleichung des linken unendlichen Zweiges der Stromlinie I (die ge- 
rade Linie) wird 


1 1 1 1 ’ 1 
=C, — 6,0 — C, 0? (W, 7 0)? — 0, 0?(Ww,—+ 0)? c,(w, + o®(w, + 0), | 
y=y 


wo 0<So<-+u ist, und die Gleichung des rechten unendlichen Zweiges (gerade Linie) wird 


(24), 


1 1 1 1 1 1 
2=(0,+C,0+ 0,0? (o — mw, + c, 02 (o — w,)? + ec, (o — w,)? (o — w,)?, | (25) 

25), 
y=dö 


mit m, <So<+tn. 


Man kann zeigen, daß die Tangenten im Punkte y, der Teile ag, und g, b der Zylinder- 
kontur einen rechten Winkel bilden, denn ihre Richtungskoeffizienten #, und x, in diesem 
Punkte haben die Werte: 


1 / 1 
C, w. \ c, [w, —- w\! 
4, = Fi ,—=—1— > BEREIT © 
o,\w—n, a w, 


Endlich ist die betrachtete Kontur in den Punkten a und 5b orthogonal zu ihrer Symmetrie: 
linie und stellt die Gesamtheit zweier algebraischer Kurven vierter Ordnung dar, deren 
Gleichungen man erhält, wenn man den Parameter o aus den Gl]. (22) und (23) eliminiert. 


Bild 3 stellt einen speziellen Fall der Kontur der besprochenen Art dar, bei der folgende 
Beziehungen zwischen den Koeffizienten der Formel (21) der konformen Abbildung bestehen) 


Be ae. ei 2: 


Es ist von Interesse, das Gesetz der Veränderung der Geschwindigkeit e längs der Strom- 
linie ! zu finden. Auf Grund der Formel 
dz B | PR 98) 
er a nee A 
wer " 
wo v, und v, die Projektionen der Geschwindigkeiten auf die Koordinatenachsen sind, 
5) Als Folge dieser Bedingungen wird die Zylinderkontur eine zweite Symmetrieachse haben, die durch die 
Punkte g, und 93 hindurchgeht, 
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* 3 y ; dz u 

führt die gestellte Frage zur Berechnung des Wertes der Ableitung ] als Funktion des 
. © = . ad Ww 

Parameters o für die Stromlinie 7 zurück. Wir haben für den Teil ag, der Zylinderkontur 


dz l w„tw, —2o a w, —20 l w‚—2o |] " 
d m ER 2 Z ı L + ’ 5) Cr 1 u; Cz 1 1 | . . (29) 
E (m, — o)(w, — 0)’ 0? (m, — 0)? ei 0? (mw, — 0o)°| 
mit O<So<w,, für den Teil g, b 
< 1 371 
dz 1 30 wm; . 1 m, 20 ei wt w, sn I 
dw 6, hr 5 677 ti | > 6% ı ı 756 n ;| . + (80) 
“=  ole — w,) kı lm, —o? °" ko wilw, —o!) 
mit w, Zo=<m,, für den linken unendlichen Zweig der Stromlinie I 
dz En 2o+w, 1 2o+tmw, | 2o+w,+tw, \ 
dw urn 3 ”* 5 6% a W. a: 


1 1 >» "4 1 1 
0?(0o + w,)? o(o+m,)? e (oe+ m,” lo+m,) 
mit O<o<+w und für den rechten unendlichen Zweig 
dz 1 20 —w 1 20 —w 1 20 m, —w 
=, +56 7” — +26 e tze a I 
dw > A - Su a ! 
} 0? (0 w,)? (0 w,)’(o w,)? 
mitw,<o<+n. Die entsprechende 
graphische Darstellung der Verände- 
rung der Geschwindigkeit v,0v=v (x), 
mit Beibehaltung der Gl. (27) ist im 
Bild 4 gezeigt. 
Oben haben wir die Bedingung 
erwähnt, welcher die Wurzeln der 





; dz 
Bild 4. Gleichung =, =® entsprechen müs- 


sen. Der konformen Abbildung (21) entspricht folgender Ausdruck der Ableitung 





dz ii PR w.\: N '] | (r w\s | w \; 
=c . + +— c. + 
dw ei De w (er w, | Ba w — w,) 


 ;} 
2 w— w,\, we — %,\; | 
ER % u) + = 


Führen wir nun die Hilfsveränderlichen ein &,n,{ entsprechend den Formeln: 


= f N — | . = | . . . . . . (3 t) 
w w w n 


‘ 
\ 0 





Vrr 


ein, so läßt sich der Ausdruck (33) in folgender Weise umschreiben: 


EEE a ER NEE Sr er 
Pe e,(&+ )+ 5 6% (7+ m +3 6 (2 +3) m: 
Weiter bemerken wir, daß die Formeln (34) die von uns betrachtete obere Halbebene der 
Veränderlichen w in die ersten Quadranten der Ebenen der Veränderlichen &,n,{ umwandeln. 

Speziell entsprechen in der Ebene &E der Punkt w=mw, dem Punkte &=0, der ' 
Punkt »=0 den unendlich fernen Punkten der &-Ebene und die unendlich fernen Punkte 
der w-Ebene dem Punkte ?=1. Analoges gilt hinsichtlich der n- und {-Ebenen. Für die 
ersten Quadranten der entsprechenden Ebenen sind die reellen Teile der komplexen Ausdrücke 


c 
/ 


ER BE 
rt +7: ‘+7 
immer positiv. 
Wir führen nun als ergänzende Bedingung ein, daß alle Koeffizienten der Formel (21) 
der konformen Abbildung einen positiven Wert haben, d.h. 
EB ED E55 DR 
Die Gl. (35) zeigt uns auf Grund der letzten Bemerkung, daß der von Null verschiedene» 
a t de, RE 2 j dz . 
reelle Teil der Ableitung dm, |mmer positiv ist und deshalb die Gleichung 2 =(0 keine 
Wurzeln hat, die den inneren Punkten des von der Flüssigkeit eingenommenen Raumes 
entsprechen. 
Die Frage der Stabilität der betrachteten Flüssigkeitsbewegungen erfordert ergänzende 
Untersuchungen. 187 
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unendliche Spannungen entstehen. 
nach dreidimensionalen Ansätzen erfolgen. 


Zum dreidimensionalen Spannungszustand der 
kreisrunden Platte. 


Von H. Swoboda in Dresden. 


A. Problemstellung. 
Die dieke Kreisplatte mit kreissymmetrischer Belastung wird im allgemeinen nach der 
Kirchhoffschen Plattentheorie, d. h. als zweidimensionales Problem behandelt. Die Ergeb- 
nisse sind für genügend stark verteilte Lasten ausreichend, weichen jedoch bei Lasten, 
die auf kleine Flächen einwirken, erheblich von den wirklichen Werten ab. ‘Die Spannungen 
werden bei einer Einzelkraft P am ÖOber- und Unterrand der Platte unendlich groß. Da 
wir voraussetzen, daß die Platte am Öberrand belastet ist, können am Unterrand niemals 


Die genaue Ermittlung des Spannungszustandes kann nur 
Wir behandeln im folgenden zunächst die Platte 


mit Einzelkraft P und entwickeln daraus den Spannungszustand der Platte mit rotations- 
symmetrisch verteilter Belastung p= P/xe®. 
Als Randbedingung des Problems hat man ,—=1r,=0, o,. gleich der negativen oberen 


Druckbelastung und o,.=d0. 


Stützung durchgeführt. 
Wir gehen aus von der bekannten Lösung des Halbraumes y< 0 mit einer Druckkraft 
P, die im Koordinatenanfangspunkt angreift. In diesem Punkt findet sich somit eine singuläre 


Stelle. 


Die Untersuchung wird zunächst ohne Berücksichtigung der 


Der Ansatz erfüllt im übrigen die Randbedingung „—=0o,,=0. Durch Einführung 


eines ersten Ergänzungsgliedes mit einer neuen Singularität ist es möglich, auch den Unter- 


rand schubspannungsfrei zu machen. 


Die restlose Beseitigung der verbleibenden Randspan- 


nungen o,, und oy,„ gelingt aber nur durch einen Ansatz mit unendlich vielen Gliedern. 
Ihre Zusammenfassung zu geschlossenen Funktionen ist nicht möglich, so daß wir uns mit 


einem Näherungsansatze begnügen müssen. 


Seine Wahl entspricht dem Bestreben, eine 


möglichst gute Verteilung der Randspannungen zu erhalten. Wir führen diese dann mit um- 
gekehrtem Vorzeichen als Belastung ein und überlagern den daraus resultierenden und nach 
Ansätzen der Plattentheorie gefundenen Spannungszustand dem dreidimensionalen 


den 


Spannungzustand der Platte. 





Spannungszustand o der bei r=a gestützten Platte 
am Plattenrand vorhandenen Radialspannungen, die einem Moment und einer Kraft entsprechen. 
Vergleicht man diesen Spannungszustand o mit dem der Plattentheorie o* und geht mit a 
gegen ©, so stellt man fest, daß die Spannungsdifferenzen 40, = 0* — o, und Ay =0*—o; 


schon für a>4h praktisch gleich Null werden. 


Damit sind die Spannungen der Platte o=o(r) bekannt. Den 


erhalten wir durch Überlagerung der 


Man kann damit für Platten mit endlicher 


Stützung a>+4h die Spannungsdifferenz unabhängig von der Stützung a angeben, so daß 
o=0*— do(r) wird. 
Der Spannungszustand der Platte unter verteilter Belastung p wird durch Überlagerung 


aus der Platte mit Einzelkraft P entwickelt. 


Man nimmt wieder an, daß die Platte unendlich 


ist, und denkt sich in der kreisförmigen Belastungsfläche x c? lauter Einzelkräfte d P wirken, 
deren Spannungsdifferenzen d Jo, und d do, aus den bekannten Spannungsdifferenzen 40, 


und Ao; abgeleitet werden. 


Mittelpunkt der Öber- und Unterseite der Platte. 
. Spannungszustand des Oberrandes muß noch die Halbraumlösung hinzugefügt werden. Der 
weitere Verlauf der Spannungen bei verteilter Belastung wird näherungsweise angegeben. 


Le 
R 
Rx 


Die wichtigsten Bezeichnungen: 


Plattendicke R) 
Plattendurchmesser R;, 
Belastungsdurchmesser 0, 
Zylinderkoordinaten o 
y—2kh T,y=T 
R o* 
h 

a 

h Y 

e 

h 5 
vr’+y ii 
vr +yYi ou 


Durch Integration findet man die Spannungsdifferenz A o,„ im 


Damit wird o,= 0 — Ao„(c). ‚Zum 


vo-+n’ 
Vxe+n? 
Radialspannung 

Tangentialspannung 

Schubspannung 

Spannungen nach den Ansätzen der 
Plattentheorie 


P 
am 


Halbraumspannung 

0*—o 

Spannungen am Oberrand 
Spannungen am Unterrand 
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B. Dreidimensionaler Spannungszustand der Kreisplatte mit Einzelkraft P. 


% I. Zweidimensionaler Spannungszustand der Kreis- 
7 platte. Der Spannungszustand der Platte unter kreis- 





u - 


symmetrischer Belastung nach der Kirchhoffschen 











Sn 2a - (zweidimensionalen) Plattentheorie ist bekannt. Für die 
am Rande r=a gestützte Kreisplatte mit Einzelkraft P 
eh R (Bild 1) erhält man am Öber- und Unterrand folgende 
"Mo | radiale und tangentiale Normalspannungen: 
"Mu 
PI3 r 
Bild 2. : . —_-— 4; ee 
Oru Oro che | > (1 «)ıIn a| ' : s (1). 
PI3 3 r] 
. Er 5 ) 
Ofu= oo + pa u) 5 +)ln u en ° 


Für a=5h zeigt Bild 2 das Verhältnis der angegebenen 

P P 
Spannungen zur Größe -I|n=0 : 
w ” zah?|' ah?|' 














Il. Dreidimensionaler Spannungszustand des Halbraums. Der rotationssymmetrische drei- 

dimensionale Belastungszustand (ohne Drillung) kann aus der Airyschen Spannungsfunktion 

0 P,' 

F=®, +ı ’ 
ıtY dy 


funktionen der Koordinaten r und y. 
Aus der Spannungsfunktion F findet man die 
Normalspannung in Richtung der Rotationsachse y: 


) ’ e R : 
gefunden werden. Hierbei sind ®, und 2, rotationssymmetrische Potential- 


1 ® Ö ( 1 Ö Ik d, 0° D,\ 3 
9y=-— r =I— +1 3), 
»rdr\ dr r "ar)\lar "Yayor 0) 
Radialspannung in Richtung r: 
0° 2u Oo, 
%=—-37z(F+29,) = t (4), 
z d y | u 2 2 r dr 
Tangentialspannung in Umfangsrichtung !: 
1 od 0° ®, 
6 - F+2®)—2u N 
’ r dr‘ + u iz 
Schubspannung: 
AA (6) 
Haar ’ )). 
ry ord Yy 
Für den Sonderfall, daß der Halbraum 4< 0 nur durch Normalspannungen rotations- 
symmetrisch in der Ebene y=0 belastet ist, wird zur Erfüllung der Randbedingung r,— = 0 
i N r ” ’ s 0” ® _- _"P 
die Potentialfunktion ®, = — P,—= ® gesetzt. Wir bezeichnen mit 9 = ‚und g: 
2: 


0: 
Hierbei wird x wieder eine Potentialfunktion. Die Gl. (3) bis (6) lassen sich wie folgt 
anschreiben, wenn wir berücksichtigen, daß ® als Potentialfunktion die Bedingungsgleichung 
1020P. 9° _ %»D 


Ir tar tip :O erfüllt: 


er 





og Fun 
06,=4 Y oY (‘), 
BEN dy 
,=2u—- Y)+y+y * SE WIESE ee 
Ri - dlP — m) 
0 = (p 9 ) + 2 u g + Y j y ® (9), 
4 10 
ı 
T Y ör (1). 


u Vgl. C. Weber: Achsensymmetrische Deformation von Umdrehungskörpern. Z angew. Matlı. Mech. Bd, 5 
(1925) S. 467. 
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Wird der Halbraum y< 0 durch die Einzelkraft P als Druckkraft belastet, so ist zu 
nehmen: 


I 
P=P,= 5, n(R BT ee ee LE 


P y 
9o=9, ae 2 7° . BR ST N TE EN ei: 


ae P Ry-r i 
9=%> +z; . R(R—y) De ER 1 a Lian NE NE Sn EN 
mit R=eyy’+r*. 
Damit ist der Spannungszustand bekannt: 


er A. ; 
Li ieeein,g” >iuae ARE BR er Eee Dr SEE re (14), 
r l Ry-+r’ 2r?— y? 
a . 19 — : . > 
“tg eu RR)R(RYYI BR | (18), 
P 1-2u a 
N RE TEE EEE (15a), 
RE 1 Ry-+r’ y| 
“ Ben FE en -) « . . 
Bw. 8 u : ur Ya, A 
P T—2u i 
0, EP ya . y ee pa Se 
P 3rpf x 
a Fe p5 (17). 


Für „= werden bis auf den Nullpunkt o, und r gleich Null. 


Ill. Dreidimensionale Näherungsansätze. 

a) Problem, Koordinaten und benötigte Funktionen. Aus dem Halbraum 
y<-0 denken wir uns eine Platte von der Dicke h herausgeschnitten. Dann ist der Ober- 
rand nur durch die Druckkraft P belastet, während auf der Unterseite sowohl Normal- als 
auch radial wirkende Schubkräfte verteilt angreifen. 

Wir stellen uns die Aufgabe, diese Lösung so zu ändern, daß auf der Unterseite keine 
Schubbelastung auftritt, während wir auf der Ober- und Unterseite zusätzliche Normalbe- 
lastungen zulassen. 

Die Näherungsansätze haben alle folgenden Aufbau, wobei wir nur o, und r angeben 


Ö Ya, Ö y'b 
n = , — ’ —— x S 
0y=y, Yyy yv,—(y+h) dy (15) 
Ö Ya Ö yy 
= =—ı — (y+h DESSERT 10 WE 
FE ee ) 


Damit r, gleich Null wird, muß y, antimetrisch zur Ebene „=, damit r, gleich Null wird, 
muß y, antimetrisch zur Ebene y= —h sein. 
Mit der Wahl von y, und y, ist jeweils der gesamte Spannungszustand bekannt: 


Ö Ya Ö yı| 














0, —=|2 u(y y)ı+tyv.tı +|2 u(y y y y+h 20), 
’r | ulya Pa) TWYat Y9y up, v)+tyw + (y Iayl (-V) 
_ — , ,9lYa Ya) | — - lyn — yn)| 
0 = (Ya - Ya) - 2 u Yart Y Fr a au (yn . yn) - 2 u yn - (y u mi h) £ . 21 ). 
Y 0Y 
Wir setzen 
Ya- Ya; +yoaT+tYVa+.:. .tyva+t. .. | a 
“RT ME RE 5 
pyp=w ty ty +..:- yo +... | 
wobei die einzelnen Glieder y,„; und y,; zur schrittweisen 
s 41 Verbesserung der Näherungsansätze hinzugefügt werden. 
7 Zur kürzeren Schreibweise wollen wir folgende 
gr Ft — Koordinatensysteme und Funktionen einführen (Bild 3). 
A & GI Rh Liegt der Koordinatenanfangspunkt im Mittelpunkt 
f ut der oberen Plattenseite, so nennen wir die Koordinaten 
zh Y, r und R,=yYy-+r’; befindet sich der Koordinaten- 
ie It anfangspunkt im Punkt „,=2kh, so werden die Koordi- 
Bild 3. naten mit y,, r und R,=Yyj;+ r? bezeichnet. 





XUM 
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Es ist also „=, —2kh. Weiter ist wie vorher: 


P 
DD—=— R > 
D, 5 In(R,—- 9) 
P_% 
ee 

En PRMyH+tr: 
HTTtgE BlR-y)' 


Entsprechend ist: 





> 
A=—; „In (Rx — yı) 
P Y% 
| „= iu<h= LE.) ,;.. 7 PER, 
Fk I a pr R}. Yı ( ) (=) 
= P Rrye+r? 
EEE 2 
Fk 27 RY(Rr — yı) 


Für y_;, >0 würde mit diesem Ansatze ®_, und 9_, auf der Achse unendlich. Wir 
behalten bei y_,; >0 für die Funktion y_; den bisherigen Ausdruck bei, während ®_, und 9_} 
abgeändert werden. 


a 
®,=+3 s In (R_x + 9x) 


A 7° 


P_k 152 R® für Y k >O(k= A . . . . (24). 


EEE IR 3 an 
a 7 R's(R_x + Y_,) 





Damit können folgende Beziehungen abgeleitet werden: 
8 8 


a 04 E 040 “N ER n 
Für y=0: 2 für A=0,2,4... | 
\ Ö ayk N) yh | 
, (25). 
OAG \ 040 ”* °E . . 
3 in 0 Dielen... | 
Or DETZ 
2 040 # RI e + ER 
Für > h: N A f «h ?! 0 für A=d, 2, Bi 
. OÖ yA N) ya 
B ? a ne eb a en 
041 R Ggr_ e + en - Ds 
= en am aa ZERT \ für. 4=L3,5,,. | 
OyA oyı 
i a Zain 0’ Dr 
Man überzeugt sich von der Richtigkeit des Ansatzes, daß stets 7 = dr und 
. 0? Dk 10®;, "Pd, , 9° PD, . 
Or = ;„- ist und außerdem die Bedingungsgleichung "+ > + ;s =UV erfüllt ist. 
Pk dr? gungsg & dor dr: dy? 


Dasselbe gilt für P_,, 9x und 9_x. 


b) Erster dreidimensionaler Näherungsansatz. Nunmehr machen wir für den 
gesuchten Spannungszustand folgenden Ansatz: 


ya, —4 o+4 1 


’ u, 
Damit werden: 
Ö ya, Ö f 
Oo Ya Y d Yy Ban (+19. ı)” Y5 yo eTtP-,) 
Ö 
u Fass Y% „Hr P-)- 


Die Schubspannung am Oberrand wird Null, da yp, =0 ist; aber auch am Unterrand wird 
sie Null, da 
(9 o+9- )y=—h =0 
ist. Wir erhalten am Oberrand außerhalb der Einzelkraft P eine zusätzliche Normalbelastung 
2 


ty, —lp,+Y-)= ah?‘ R;: 
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Pr) | Mi 





























Xo N 
! z - - — 1, — — ” 
V/A Y 0) 7 2A hYv2 7 ) BR; 7 // 7 2 zZ 
RR, / Ei DT 24 CZ Au 
| 77 IL 
/ N 
ee 2 .n a | on nn r Fa 
LWiK) | 
| 
Bild 4. 3ild 5. Bild 6. 
und am Unterrand 
> .2 “) 
=h> A Y 
Oyu = Iynm .“ — oT _p- u E RB) 


Diese Randspannungen sind in Bild 4 

Für diesen Spannungsansatz sind ®, und ®_, und hiermit der gesamte Spannungs- 
zustand bekannt. 

Die verbleibenden Normalspannungen o,, und o,,„ können wie folgt beseitigt werden: 

Man denkt sich eine den Randspannungen entgegengesetzte Belastung angebracht, deren 
Einfluß auf den Spannungszustand ‘der Platte naec h der Plattentheorie ermittelt wird. 
Die Überlagerung beider Spannungen liefert den endgültigen Spannungszustand. 

Wie aber aus dem in Bild 4 gezeigten Spannungsverlauf zu ersehen ist, ist die Ver- 
teilung der Randspannungen hierbei noch zu ungünstig. Ihre Beseitigung nach der Platten- 
theorie würde zu einer Lösung führen, die nur mäßige Genauigkeit besitzt. 

Will man eine genauere Lösung haben, so ist der erste Näherungsansatz weiter abzuändern: 

ec) Zweiter dreidimensionaler Näherungsansatz. Wir fügen dem ersten 
Spannungszustand einen zweiten hinzu: 

Oy Ö Y ba 


yp=Ya—yYyT £ ty» —-(y+ h)-, ; 


OÖ Was 


Ö ba 
,=—y dy y+h)- = 


Mit y=(9, + Y_,) beseitigen wir am ÖOberrand und mit yn,=2h 3. (9, — Y_,) am Unter- 


rand nach Gl. (25) und (26) die verbliebenen Normalspannungen und halten außerdem beide 
Plattenränder frei von Schubspannungen. Wir bekommen somit am ÖOberrand außer der 
Einzelkraft P die zusätzliche Randspannung 


a Zn er S 12 (8 — 3 °)] 
G yo = Oyo, + Ooya=YP_, Tr (2h)’ . d 2 _ che | R'; m Br 
und am Unterrand 
A) P 2(18 .2) 
\ O9_» öl 4 
Oyu = oywmt Iyw=2(2 h) dy =] R’> j 
< ni 3 


Diese Randspannungen sind in Bild 5 dargestellt. 

Damit ist der gesamte Spannungszustand bekannt. 

Wir stellen uns jedoch die Aufgabe, die Randspannungen noch mehr zu verringern und 
schließlich beim Grenzübergang zu unendlich vielen Gliedern ganz verschwinden zu lassen. 

d) Dritter dreidimensionaler Näherungsansatz. Wir überlagern dem zweiten 


einen dritten Spannungszustand: 


Mi ( Oyn; 

Oy—Wa;- ya +y»,-(y+h) dy 
Ö ( N) by 
I=-45, -4+45, 


"(9,4 9-2) 


dy? beseitigen wir am Öberrand und mit 


Mit ya = (m +0-)+ (@ h) 


Il, —p_ 2 , Ä L 
Yu —=2(2h) I 2 ) am Unterrand die verbliebenen Normalspannungen und halten außer- 


dem beide Plattenränder frei von Schubspannungen. Wir bekommen somit am Oberrand außer 














XUM 


Z. angew. Math. Mech. 


Bd.20 Nr.6 Dez. 190 >Swoboda, Zum dreidimensionalen Spannungszustand der kreisrunden Platte 341 


Ü 





der Einzelkraft P die zusätzliche Randspannung 





















































Hierbei gehören die ungeraden Zeilen zu y,, die geraden Zeilen zu y;. 
Gebiete geben jeweils die verschiedenen Näherungsansätze an. 

Die Reihen y,(4=0,2,4...) und yu(4=1,3,5...) können zu folgenden Ausdrücken zu- 
sammengefaßt werden: 


Die eingerahmten 


2 n d—i+n e 4 Bi 
\ Wer ) \ | er 04 | > 0 (27) 
Ya .ny Nat -Ii+mT - 9%, -ı—n it), 
ne — Oo yA Ö yA 
0.33.. 33%.. 4 En 2 4 ii 2 
a " a—1-+n } i—i-n 6 
\ "(2 h)2 \ s z 9 N > oA (28) 
ur = r . , u -( y Ei Ft 
: —\ 5 tat ya rl ®) 


0 


2,4,6.. 


V. Gewählter genauerer dreidimensionaler Spannungsansatz. y, und y,, sowie die einzelnen 
Reihen ya, und y», lassen sich im Gegensatz zum zweidimensionalen Balkenproblem nicht 
als geschlossene Funktionen darstellen. Wir müssen uns deshalb mit einem beschränkteren 
Näherungsansatze begnügen. Für die numerische Rechnung kann ein beliebig weitgehender 
Ansatz gewählt und die restliche Normalspannung nach der Plattentheorie beseitigt werden. 
Welche Glieder des vollständigen Ansatzes zur Lösung verwandt werden, steht in unserem 



































Belieben. Wir wählen folgenden Ansatz: 
F-3 %-> Y-1 Yo Yı Pa 
09_; dp, op, 7, 
2(2 ’ 2 2 224 ? 
( u 7” ( dir irre ne ?° 
0%o_ ‚”o_, „O” op, 0’, 
3(2h)% ® 2h)? = _ 2, — 3(2h)? : 
3(2h) dy (2h) dy’ (2h) dy® (2A) dy? 
0° op 0’ / 
2 h)® ’ = - 9nh)® 3 
( ) oy° (2h) d y 
Als Randspannungen verbleiben: 
P 15.2" — 6402? + 2048 _ x — 36.2? + 3888 
— { ° F = Di ZeliKT:i : ; 29 
Oyo sch? 480 RB," 3 Ri: + Einzelkraft 7 (29) 
P 3 x — 48.0 + 77252? — 111250 0 
un zn |‘ Mr : u. 
r f ’ 0) » [2 / 0) - 
mit ı=7 R,=ya#’+16, = Va’ +36 und R= yar+ 25, 


} ‚”p_, 
Oyo=6yo, + Iy0os + Oyos =Y_s +3 (2h)° dp 
und am Unterrand 
AN 13 
f 2% OP_3 & „ee 9_, 
Oyu — OIyuı T Oyus T OIyus = 3(2h) 0R7] Tem dy° 
Bei weiteren Ansätzen treten immer neue Glieder hinzu, die in Zahlentafel 1 zusammen- 
gestellt sind. 
IV. Vollständiger dreidimensionaler Ansatz. 
Zahlentafeli. 
l. Ansatz 2. Ansatz 3. Ansatz 4. Ansatz 5. Ansatz 
5 | O-4 ® 9-3 | (-» | P-1 Fo | Yı Fa» 13 Ya 
N ri Jr Ay Ic a; dw, 24 
O4 04 ® ri ( C © %s ( ( 
42h) ——: 3(2%) —— aan Fl _ (am I: en <—leenmT Isem— JaemT 
dY dyY dY DR7, DE?) dY Y RE) 
d2 d? d° d2 : d? 
0? «< „%op_, .0Y_> N2 
6(2 A)? en 3(2h)? — (2A)? E38 ra In) Pi 3(a ne‘ Pl om: F3 
oy? 0y? 0 y? 0%? e 4? O4? 
0° P-: gp, „dp, 
uzap Fl — (gap F-: en» —Fel aan» ZI: 
dp ay? Oy? °y' 
4 
an F-3 TIEMZ 
dy° oy® 
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0y. und o,„ sind in Bild 6 dargestellt und können mit den Randspannungen des ersten drei- 
dimensionalen Näherungsansatzes verglichen werden (Bild 4). 


a) Zusammenstellung der Radial- und Tangentialspannungen. 











Pe | = +6R,+2u- Ri?’ + = +1)+ u: BR}? 96 t(— 2’+4)+ u: Ri? 
Or - B jr 7 ’ > _ 7 rn ’ ra ; 
ee 2R,’(R,-+ 6) BR, e Ri | 
(31). 
4 x’ +9 3u:R,° 8x" — 656.2? 02 
1108. ( + Er u: BR, 4gg. ! x uetice + 1024 6 
RX Ri“ 
: P I 22° —1)—2u-R? 222°—9) —2u-R% „(2 25) -4u- Ri? 
a R,’ R, RR, 
124 (4 x" — 675 2° + 2500) 2. (x — 75.2? —. 2500) EI a 
R,; 
4 (— 4x’ + 243.0? — 324) + u - (0e* — 27.0” — 324) 
A R3? 
; P R®?+2u-(—-x’+6R;}) 4 > +tu- (+ 96 R?+4u.(- +4) 
Olo ah? 2 “4 R,, + 6) TREE Er —m Ri 
(33), 
‚ R?+8u-.(- +9 „(32° +64)] . 
$ 108 ° Ri tS0 R'° | r01 H | 
ö pP r 2 RR — 2u- (22° — 9) + 2R” — 2u- (2.0 1) rt R? +4 u :-(22° — 25) 
tu ah? R? 2° = 
(- 2+ 752° + 2500) + u» (— 4x? + 675.2? — 2500) 
+24 ie — (34). 
RB, 
04 27 x? — 324) + u (— 4x + 243 x? — 324) 
= R'? 





Belastung des Plattenrandes für a=5h. Wir wählen eine Platte mit Halb- 
messer a=5h und berechnen hierfür die Belastung des Plattenrandes o,,_, nach obigem 
Ansatz. Verbindet man dort o,, und o,,„ durch eine (serade, so weicht o, für die übrigen 
(uerschnittspunkte nur unbedeutend von dieser ab. Der Unterschied beträgt höchstens 

v0 


10%. (P/ah?) und kann vernachlässigt werden. Werden die Normalkraft Nr=a=| or:dy und 


0 h 
: h a i ; 
(las Moment M,-—a=— \(v+ 5) or dy durch Überlagerung im entgegengesetzten Sinne naclı 
J u) 
—h 


(ler Plattentheorie entfernt, so werden o,, und 0,40. Es genügt darum, an der Oberseite 
(9,0, —.) und an der Unterseite (— o,.„,_„) als Verbesserung anzubringen, um den Platten- 


rand frei von Radialspannungen zu bekommen. 


b) Beseitigung der verbleibenden Randspannungen o,, und o,.. Die in 
Gl. (29) und (30) angegebenen Randspannungen o,, und o,„ werden mit umgekehrten Vor- 
zeichen als Belastung eingeführt und die zugeordneten Spannungen nach den Ansätzen der 
Plattentheorie ermittelt. Hiernach sind: 


7% .. 6N(d@w udw 35 
IT iger 26) (9), 
6N/ dw 1 dw 
Fe ei - je: Sp 
ne in N? [u dr r =.) (36) 
mit 
pr) _ Id did dw 37 
N" Trdr'drrdr'" dr . 
und 
pr Oyo Oy u - | 
N 480 15.2* — 640 x? + 2048 3 a — 36 0° + 3888 3 45 x2"-+7725 0° En (38). 
"nah? £ | i R: =; | | 
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Nach 3 Integrationen erhalten wir 


dw P-h Kr, 1 3(0? +60) 3x* + 166 0? + 1875 | 
= +-—- x ,+6)+ 5 ; 3  — 
ar Ba 4 ln (RM, +6)4 2x R, x R +6; x| (39) 
und damit 
d’w P (4--x?) 1 1 i 
Fb in u: +6 
dr? N | 384 Ri — { + fi In (R} ») | 
(40). 
30 +1200° 42160 | 10700433500’ 440875 |, | 
2x? Br a "ad "1 


r 2 a „jdn 3 a Ba | - 
C, und €, sind gleich Null zu setzen, damit | 0 wird. Die Konstante (, setzen wir 


‚d r ) o 
ebenfalls gleich Null, so daß am Rande ein Einspannmoment entsteht, das später beseitigt 
wird. Mit den Gl. (35) und (36) können die Radial- und Tangentialspannungen wie folgt an- 
eeschrieben werden: 





- P 
Oru° — Oro ıh? 
(.[-3844-a9), 1,1 ia 08 +1200? 42160 107 2° +3350 0° + 46875] 
tt + —: ei H pn | 
U" Ri’ FEN nr 3 2”R, ru | (#1) 
-%6 , 1 3 (2? +60) 3041662? + 1875] 
* I ’ ” 
{ L eu pm | 
Banana 0 Zune a Du Bl = Ri Il 
P 
2) Ö 
tu to 7 h? . 
E 3344.) 1,1 vn 09%+1202°+2160 107.2 +3350 2° + 46875 r 
jo 74 Ri er n In(R) +6) —3 Ir: Ri: x Rö (42). 
-96 1 3(0° +60) 30°+ 166° + 1875]] 
6| in +6 En 7 
+ | n Eu f In ( I 6 6) + Ir? R, a? R;? v 


VI. Die am Plattenrand r=a frei drehbar gelagerte Platte. Wir bezeichnen bei der un- 
endlichen Platte die Spannungen des dreidimensionalen Spannungszustandes mit o; und die 
nach der Plattentheorie aus den verbleibenden Normalspannungen ermittelten Spannungen 
mit 07. Der gesamte Spannungszustand der Platte beträgt somit 


0o= 0] 4 Oy- 


Der geradlinige Verlauf der Radialspannung am Plattenrand a ist beim Spannungszustand II 
infolge des Ansatzes Voraussetzung und kann beim Spannungszustand I für a>h, wie nach- 
gewiesen, angenommen werden. Damit können wir den Spannungszustand der Platte nach 
Bereinigung des Plattenrandes wie folgt anschreiben: 


= [0,74 ornle=r [or + Hua ler ton 


Die Beseitigung von o,,_, entspricht einem Radialmoment und einer radialen Längskraft, 
die am Plattenrand kreissymmetrisch angreifen. Nach der Plattentheorie nehmen für diesen 
zusätzlichen Belastungsfall die Radial- und Tangentialspannungen dieselben Werte an. Hier- 
aus erhält man: 

4 =[H7 +HHr=r-lorı + oHrUr=a - -© >» > 2: 2020.20. (MM). 


Wir wollen die unter BI angeführten Ergebnisse der Plattentheorie mit 0) und o/ bezeichnen 
und den Unterschied des zweidimensionalen und des genaueren dreidimensionalen Spannungs- 
zustandes mit 


10, = 0, [9,1 + 0, und Ao; = 0, -- br h Orr [6 + 0, 11]a} 


angeben. Mit a—=x erhalten wir nach den Gl. (1), (2) und (31) bis (34): 
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P 
10,4 = zıh? i 
IQ .2 >’ * „4 +) 1» „4 
I; una. A + Ua Eh R,+ 6 y“ num RR Ä 107 0° +: nr + 46875 
| BE t c 22°: en 
2 9%. 3. +60) 3xt-+1668° + 1875 
bu R' Dr R, x? Ri: er 
(49), 
[| 2@=’—-1)—2uR? 22 —N—2uR’ 2) —4uR, 
- R'’ R> R' 
4 (— 4x" + 675 2? — 2500) + u (— x + 75x? + 2500) 
=” Ri’ 
(— 4x" + 243 x? — 324) + u (= — 27 x? — 324) \ 
24 — Tune 
R; J 
REUN e I. [—384(4 — x?) „=+1202°+ 2160 + 107 a, +46875 5] 
RR zZ Ri 2x’ BR, BR,’ 
—% 1 R;+6 , 3(&°’+60) 32° + 166%? + 1875 
> i — (14 . 2. ; 2 
| Rp tzürah, 2x R, =’ R; 
2R? —-2u22°—9) 2R?—-2u(2x0 —1) - R!? +4 u (2 0° — 35) 2 
3 f) ı f) \ > ’ « { L 
| BR 7 R + R'? er 
4 (— x +75” + 2500) + u (— 42° + 675. 2° — 2500) 
ud R'® 
gi (2 — 27 2? — 324) + u ( 4x +2430° - 324)]\ 
R’? J 
P 
40,,= ah: 
N 3UA—a) 1, Ri,+ 6 arte + 2160 , 107 x: + 3350 x? + 46875 
\ > R,’ + 4 (1 + .)In x 3 I? R'? + 2. R'’ 
u e 3(0? +60)  30t+ 166.2° + 1875) 2 
bu ps 5 Ben = "205 (47), 
| R 2x -R, e- BR, | 
I— a? re = 4(—- ®+1)+uR gg! -@?+4)+ uR? 
| BR, (R, +6) e R,' ni BR, 
4— +9) +2uR% 18 x* — 656.2? + 1024] 
+ 108 7 — 480 Fr —o 
R; ki 1 | rH 
RT. 6 384 (4 — x?) g x + 120 x” + 2160 107 x + 3350 =’ + 46875 
HTzpl Ri’ 22°. Ri? ce: RW 
% RR +6 , 3(e? +60) 38° + 166 2? + 1875 
+ je ran rt IE x’. Rö | 
(48). 
2 Re +2u(—-x°’+6R,}) 94 R?+4u(—x°’+1) gef Re+4ul—x’+4) 
2R,’(R, +6) ie R,’ Ri’ 
‚R?+8u(-2°’+9) nn (—- 32° + 64)]] 
— 108 R? 480 - R’ [ 7} H 
In Zahlentafel 2 sind die Gl. (45) und (47) ausgewertet: 
Zahlentafel 2 
P 0,0 0,25 050 | 05 1.00 1.50 2,00 3,00 4,00 5,00 
Imu +8 0,292 | 0,395 | — 0,096 | + 0,033 | + 0,067 + 0,039 | + 0,026 | -+ 0,005 | + 0,008 
ro — 0 1— 4,459 | — 1,061 | — 0,310 | — 0.082 | + 0,047 | -+0,009 | + 0,008 | -H 0,005 | -+ 0,004 


Wie aus Zahlentafel 2 


renzen Ao,, _,„ bedeutungslos. 


ersichtlich ist, werden für endliche Platten mit a>4h die Diffe- 
Ao, wird damit unabhängig von der Stützung a, so daß wir 
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die endgültigen Spannungen in folgender Form anschreiben können: 


er * 
o—0 Fin, 


Damit werden: 


Er » /, 3 N t &, 
Gen = 3 IT 5 (l1+u)in R+6 


6 | 3544 — x?) * x’ +120x°+ 2160 , 107 2° + 3350 2? + 46875] 
| ni k | 























Ri r 2x: R' : x? R'% 
9%, 30 +60) 3r'+166.2° + 1875 
bu 5 + 2 pr’ 2 p’3 
' "Fü Se B, RR, 
. . R ” r “ (49), 
a | 2(22°--1)-2uR? 22 —-N)—2uR® (2° —-3)—4uR;’ 
’ | I'® B Ri 
4 ter + 6 3500) + (et +75 + 2500) 
- R: 
4 (— 42° + 243.2” — 324) + u (0 — 27 x’ — 324)]] 
£ R; l 
P y3 a Du 
4, am\5 +5 ( + u) In R' +6 
6 |- 3844 a”) „x+1200°+2160 107 0° + 3350 0° + 46875] 
ic Ri i 2x2°’Rr dr 
al=96 ,3@® +60) 30 +166.x° + 1875) 
mM "WR a? R% | E 
(UV), 
+ ? Rr —2u2?—9) 2R?—2ul2x° — 1), —R’+ t u(22° — 25) 
| R' 14 R' R' 
12.94 (— x" + 75.0° + 2500) + N 4 x* + 675.2? — 2500) 
R, 
4 (x* — 27 2° — 324) + u (— 4x" + 243° 324)] 
u Br I 
EM 2 
ze ltd 
| 384 (4 — x?) x +120x°+2160 , 107 2*-+ 3350. 2° + 46875 
+6 z ! ch Ar nun 
Ri 22° BR,’ ei | 
9% 3(22 +60) 38° + 166 2° + 1875) x 
rs 22° R} x’ R'» sl, 
5 | - m. R+ zu RB _94 4(— x? +9 +4 R'? N g6* (— x? re +u Ri? 
2Ry(R,+6) R, R,' 
4(- +9) +2uR? 18 x* — 656 x’ + 1024] 
IS - 3 R +06. 
+ It Ri 480 By" 1 OrH 
BE 3: =; 
Ho= ia wer (1— u) > (1+ u) In R' + 6 
6 384 (4 — x?) 3 x’ + 120.2? + 2160 ” 107 x* + 3350 x? + 46875] 
rou Ri ö 2x: R/’ x? R’ | 
‚I-% , 3(@°+60) 3x + 166.2? + 1875] ui 
HET a R' | ac 
R?+2u(-x2°+6 R}) R?+4u(— 2?’ +1) ‚R?+4u(—2?+4) 
+ ’ = — 2 - ae % —— 
2 R(R, +6) R;' B 
Ri? +8u(— 2?+9 32° +64 
+ 108 An +9 ggf ll Hoi 
6 4 
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Die Auswertungsergebnisse der Gl. (49) bis (52) geben wir in Zahlentafel 3 an und zeigen 
den Verlauf der Spannungen in Bild 7. 


Zahlentafel 3. 





T 0,0 0,25 0,50 0,75 1,00 1,50 2,00 3,00 4.00 5.00 





Nro—NrH — 4717 | — 4,583 | — 4,229 — 3,745 3.256 2,484 1,846 1,026 0,453 0.012 
Nto—Ntn — 4T1T | — 4,639 | — 4,454 | — 4,141 3,826 3,245 2,755 | — 2,013 | — 1,463 | — 1,034 
Vo + 6,755 + 6,137 | +4,889 | + 3,799 | + 3,109 | + 2,284 + 1,752 | + 0,974 | + 0,433 0,000 
Ntu + 6,755 | + 6,394 | + 5,602 + 4.,845 | + 4,219 + 3,393 | + 2,834 | + 2,054 | + 1,495 | + 1,059 
Nro +x 1,383 | — 3,429 | — 3,390 | — 3,056 | — 2,395 1,796 1,604 | — 0,440 | — 0,004 
Nto 0 — 7,839 | — 5,254 4,496 | — 4,026 | — 3,334 2,805 | — 2,035 1,476 1.042 
Nru=-No +% + 5,842 | + 4,490 | + 3,699 | + 3,138 | + 2,348 | + 1,787 | + 0,996 | + 0,435 0.000 
Mu + + 6,892 | +5,540 + 4,749 +4,188| + 3,398 | + 2,837 + 2,046 | + 1,485 | -+ 1,050 


— l 





n 
\ 
I 


Zah 


































“N Y «ed I 
| \X m Br 
1 % /to 2 2a - 
Ir | 
Bild >. 
| [ 
p ro 
1} 
Ad j 2 2 3 5 ER 
! rl Bild 7a. nf 
| 
| 9 | 
. Y/mu “mo 
| Nru | 
y . 
w e | 
| N, ag 
Ntu | 
Du | Bild? Bild 9 | % 
Rasr r TEE (links). (rechts). v 7 2 7 ri 3 =. 


A206 3: 


C. Dreidimensionaler Spannungszustand der Kreisplatte mit verteilter 


Belastung »=_ 3° 


I. Zweidimensionaler Spannungszustand der Kreisplatte (s. Bild 5). Die Plattentheorie gibt 
hierfür folgende Lösungen an. Für r<e: 








ER ERREGER 2 6/J e C ce : ; a 
Oru er, au fi ") a? 4(1 + u) In > (3 +o+B+ | 1 — | (53), 
5 RE e cıie : e eu. 
ou Oto ser 4 (1 K) GE 41 + «ln a - +3 W+1+3u 1-7; (54). 











Für Plattenmitte (r=0) wird 0 = 0} = on) 








n f PI3 a 3 30 ar 
Omu=- "Imo= m: zii + u)ln = + er (1-1) 5. (59). 
Für r >c: 
> 3 ec? Y? r . 
Hugo — . m -4) » R’ 1 =) 4(1 +)  : 
s 3 m u A EEE u r EM; OB 
Au be i—n)- = 1 44a) a tr2d -u)(2 =) (7). 





Die Spannungen in Plattenmitte o„ werden mit a=5h nach Gl. (55) ermittelt und in Bild 9 
dargestellt. 


Il. Dreidimensionaler Spannungszustand des Halbraums. Wird die Kraft P auf die Kreis- 
fläche zc? der Oberfläche des Halbraums y4< 0 verteilt, so erhält man an der Oberfläche 
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| Normalspannungen o senkrecht zur Oberfläche, Or und 0 in radialer und tangentialer 
8 yH H H 
. ° : r 
Richtung ?). Diese sind der Zahlentafel 4 zu entnehmen. 

















Zahlentafel 4. Zahlentafeld5. 
Spannung Gebiet r<c Gebiet r >c r 0 0,55 | 05, 1.0 2.0 3,0 
°yH P/ac v oyH 0 —40 0 0 0 0 
1+2u 1—2u 
| OrH D -Plae®|i+ > -Pjar® o,4  -32|—-32|+0,8|-+ 0,2 +0,05 | + 0,022 
> 
%H > 2.3 -P/ac?| — 1 5 :-P. rır? %H 321—32| - 08| — 0,2 0,05. — 0.022 


Im Gebiet r >c ist der Randspannungszustand der gleiche wie beim Halbraum mit 
Einzelkraft P (vgl. Gl. (15a) und (16a)). 

Im Gebiet r<e ist der Randspannungszustand konstant. An der Übergangsstelle von 
r<ce nach r >c beträgt der Sprung für 0, gleich P/z ec? und für o,„ gleich (+2 u P/r e?). 


to, par tar. Als ‚Beispiel geben 
| wir in Zahlentafel 5 
El En: MESSER SROR unlae Ak ., BEN r 6 _ 7 2 3 7r die Spannungen an 
[ 0 7 2 3 | der Oberfläche des 
14 ? Halbraums bei einer 
or Mes Lastverteilung c=0,5 
an und zeigen ihren 
ig + RTL Verlauf in Bild 10 
Bild 10 bis 12, bis 12. 








| ‚4 | ’ 


nd md 


II. Näherungsansatz für die Spannungen in Plattenmitte. 
a) Die unendliche Platte. Die Last P verteilen wir gleichmäßig auf die Kreis- 
; i P . 
fläche 7 c? einer unendlichen Platte und denken uns die Belastung p = 7; Aus lauter Einzel- 
kräften dP=p-df=prdrd» (Bild 13) zusammengesetzt. Wir stellen uns die Aufgabe, für 
die Spannungen am Ober- und Unterrande unter dem Mittelpunkt der Belastung den Unter- 
schied der Lösungen nach dem zweidimensionalen (Plattentheorie) und nach dem dreidimen- 


sionalen Ansatz als Spannungsdifferenz in einer Gleichung anzugeben. 
Da die Platte unendlich ist, kann der Angriffspunkt 

















Iy jeder Einzelkraft dP als Mittelpunkt einer unendlichen 
2 Platte angesehen werden, für die die gesuchten Differenzen 
ji 1% + 7 der Radial- und Tangentialspannungen nach Abschnitt B V 
! + bekannt sind. Durch Summierung aller Spannungen, die 
im Mittelpunkt der Belastung für die Einzelkräfte d P an- 
gegeben werden können, erhalten wir Ao,, =40:ım = 40, 
aus den nach den Gl. (45) bis (48) bekannten An- 
teilen Ao, und Ao;. Im Mittelpunkt der Kreisfläche 
entstehen infolge der Einzelkräfte dP die Spannungs- 
differenzen 
Ao, 
d4o,= P :prdrdd 
und | (58), 
dor 
di; = »rdrdd9 | 
Bild 13. RR ae 
. 407 A er R . . . ‚ e 
wobei B und P die Spannungen sind, die durch die Kraft 1 hervorgerufen werden. 
Damit können wir die Spannungsdifferenzen A o,„ wie folgt allgemein anschreiben: 
so I=8n 
A| \(d Ao,cos® + d do; sin? 9) 
r=0 90 
(59). 
r=ce 9=9n re 
—| \S 10,c08®’9 + Ao, sind) rdrdo -\# pt (A0o,+Aoırdr 
ro 9=0 r=0 





2) Vgl. C. Weber: Zur Umwandlung von rotationssymmetrischen Problemen in zweidimensionale und um- 
gekehrt. Z. angew. Math. Mech. Bd. 20 (1940), S. 117 bis 118. 
24° 
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Zur Vereinfachung bilden wir für Ober- und Unterrand der Platte den Klammeraus- 
druck (Ao,-+ Ao,) nach Gl. (45) bis (48): 



























































Pr 1 R,+6b 3844 — 2°) „a#'+ 120 0? + 2160 
( IA; + lo: ,) gr m: gl ra] > In x By > 2. RÜ 
en 107 2° + 3350 2° + 46875 % , 3a? +60) 3 + 166.2? + 1875] 
| x’. R% nn’ 30.B a? Ri: | 
21.18 2 2 du 1 I (60), 
ae —+ 18 tie 7a; a r- 2x” + 216 
ae | a Be . 
32° + 600 x? — 5000 [x? — 50 
+ (1 „|2 > nr — (144 )|” "Tr } 
i | R 5 | . | R, | 
A 1 R, +6 38314 — x’ + 120 x? + 2160 
7 6 — - 5= € r ; 
(40,,+ 401.) ah®\ (1 +) 5 In ; Ri 3 Dart. Ws 
‚ 107 x* + 3350 #’ + 46575 % , 3a +60) 3. + 166.2? + 1875 
Er Ri? 22°.R, e.B, 
f 57 P) S 3 P) 32 (61 ). 
2 ; | FL. a" ( my‘ x” oL 
a2] ES E27 
” a” — 24 15 x - 640 2°? + 2048| 
— 2” - 32 35 480 - 
+2 gr + 324 Ri | 4 Ri | 
Wir integrieren nach Gl. (59) und erhalten: 
Pi. 1 R+H % 16 % 3R 3ER 
Im pltNh mn mRtrarn u tz 
(62), 
2 2 36 — ei 100 — x} ] 1 | \ 
Ze SE L.9, c 3 5) BT 
i+u) Ro" mer Ri (1— u)|24 Re (I+4u) nes | 
| Er 11. 24 © 8, 8 2.138 
ame ap, Ur TH m RTZE a tin | 
(63) 
1 1296 / 1 1\ | r 3a — Gall 
3( 2 5 2 ; — 480 ( 
+3(1+2u) re ee (mi 5) +24(1+u) Rt Rs, 4 1° f 
D > v2 c 
mit R,=Vxe£+n’ und .—=T: 
In Zahlentafel 6 sind Ao„,„ und Aoy. für verschiedene Lastverteilung ce ermittelt. 
Zahlentafel 6. 
Te 0 0.25 0,50 0,75 1.00 1,50 2,00 3.00 4.00 5,00 
Ay — oo 0,983) — 0,462 | — 0,428 — 0,415 — 0,305 | — 0,198 | — 0,091 0,042 — 0,023 


Anmo ı +8 + 10,124 + 1,716 + 0,522 + 0,218 | +-0,056 + 0,026 | +0,014 + 0.006  -+ 0.003 


b) Die am Plattenrand r=a frei drehbar gestützte Platte. Für die endlich 
gestützte Platte ist, falls 5 genügend groß ist, der Spannungsunterschied Ao„. und Aoyo 


praktisch genau so groß wie bei der unendlichen Platte. Für die Einzelkraft P haben wir 
bierfür den Nachweis geführt, und wir können annehmen, daß sich die Randbedingungen der 
Platte bei einer Lastverteilung o<c< 2% nur unbedeutend ändern. Damit ist es möglich, 
die Spannungen im Mittelpunkt einer endlich gestützten Platte genau wie bei der unendlichen 
Platte in der Form o,, = 0}, — do, anzugeben (Gl. (55), (62) und (63)). 











EDIT 








XUM 
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l. Unterrand: 














Omu > On Iomu 
er 1 R;, +6 9% 16 36 sn 3 
= —t—6il — In — —_ +<- > -—+3— 
am N +4) | 4 2 = "A ra ng = „ 8m 
2 2 36 — x} 100 — «| a ee 
+(l st 24: rl 24- —] 
ee a ee | ee Ri | 
79 3 - r 
-(+tu) malt> gi ui 
2, Oberrand: 
Omo > Omo lomot mn: 
> 
Gmn ist der Einfluß der Halbraumlösung bei verteilter Belastung y ne Für r<e wird 


P. 1+2uü 


ne 2m; 


nach Abschnitt CII, Zahlentafel 4, onun =— 

















y |; dt | 1 R,+6 % 16 36 sn, 35, 
[4] = = [2 n er Yu mi a > > nm - 
zn 14 Ku m man BE | de 
1 1296 / 1 1 N l 4 | 
3 2 +. - 2 - 65 
> (1 + nu 4) 2 = | a 6° | 4 (1 + 1) er ' R%| ( )). 
3x. — 64| 3 3 x. \ 
+ 480 |“ -- + 
| Ki | 2 + fe ( | u } x; | OmH 
Zahlentafel 7. 
z 0 0.25 0,50 0,75 1.00 1.50 2.00 3.00 4.00 5.00 


ce 





Nmu + 6.754 + 6,358 + 5,525 | + 4,766 | + 4,213 + 3,519 | + 3,047 | + 2,310 | + 1,725 | + 1,215 































Nmo — — 17,465| — 7,703 | — 5.715 | — 4,840 | — 3,880 3.270 | - 2,415 | — 1,772 | — 1,241 
mu Nmo + X + 7,341 +5,987 | + 5,193 | + 4,628 | + 3,824 | + 3,245 | + 2,402 | + 1,767 | + 1,238 
mo — NnH| — 4,717 4,665 | — 4.503 | — 4,293 | — 4.040 3.524 | — 3,070 2.326 | — 1.722 | — 1,209 

7 \ r | 
| h 
A Zu 
I P-7. 
| Bild 14. ” 
| 
| Ymı\ 
| | 
t 7 
|r Lo ! TNru 7m 
i - , — er a 
ho NR 3 4 $ . L | 
' Keu Br:: Ta m. 
N _— 
Bild 15. 





Als Beispiel untersuchen wir die bei a=5h 
gestützte Platte und stellen die Ergebnisse in 
Zahlentafel 7 zusammen. 





My Tas “ ® Den Spannungsverlauf zeigen wir in Bild 14. 


IV. Abschätzung des gesamten Spannungszustandes. 


1. Unterrand. Wir beschränken uns auf die Darstellung von o,, da hieraus die 
gleichartige Behandlung von o; hervorgeht. 

In Bild 7 haben wir den Spannungsverlauf für die Platte mit der Einzelkraft P dar- 
gestellt und wollen nun zeigen, wie man auch bei verteilter Belastung mit Kenntnis der 
genauen Spannung in Plattenmitte den weiteren Verlauf der Radialspannung gefühlsmäßig 
festlegen kann. 
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Als Beispiel wählen wir die bei a=5h gestützte Platte mit e=h. 


Wir ermitteln nach Abschnitt CI, Gl. (53) und (56), die Radialspannungen der Platte 
nach den Ansätzen der Plattentheorie mit 


Z 
Fu 5%, [4,628 — 1,238 x’) für r<h 
(66) 
0,263 P ; 
und %,=06,=|—-1%1nc+ Tr + 3,128 Th? für r>h 


> 


und entnehmen der Zahlentafel 7 in Abschnitt C IIIb den genauen Wert o,„ „4,213. ,5- 


Aus dem Spannungsverlauf der Platte unter Einzelkraft P ersehen wir, daß an der Stelle 

r=2h der Wert der Plattentheorie mit unserem Wert genau genug übereinstimmt, um sie 

einander gleichzusetzen. 

Wir zeichnen also den Spannungsverlauf nach der Plattentheorie und tragen von 

P x \ i i 

OGmu=4213- n: den wahrscheinlichen Verlauf so ein, daß er für r=2h an den Verlauf der 
un“ 

Plattenlösung anschließt (Bild 15). 


. Oberrand. Wir vergleichen zunächst bei der Platte mit Einzelkraft P den Verlauf 
der FA 0), mit dem der Spannung (o,,— 0,5) nach dem dreidimensionalen Ansatz. 
Beide Spannungslinien gehen für r=3h ineinander über (Bild 7a). 

Wir wählen wiederum e=h und zeichnen den 
Spannungsverlauf von o;, nach Gl. (66) auf. Für den 
Mittelpunkt geben wir (oyo—0Omp) mach dem drei- 
Yro-rn dimensionalen Ansatz an, der aus Zahlentafel 7 mit 
M% — 4,040 - - abgelesen wird. Von diesem Werte aus 

A A zeichnen wir den wahrscheinlichen Verlauf der Spannung 

(0,0 — 0,u) so auf, daß er für r=3h an die Kurve o}, 
3 7777,*, anschließt. Diesem Spannungszustand überlagern wir 
4 % nunmehr o,7 (Abschnitt C II), wobei am Belastungsrand 

! c=h in der Radialspannung o,, ein Sprung von 


RER TE r ; ; 
Ba p =; auftritt (Bild 16). 206 
Bild 16. ac“ 























Zur Berechnung einer Flugbahnschar nach dem Athenschen 
Verfahren. 


(Als Ergänzung zu der Arbeit .„.Interpolationsverfahren zur Berechnung von Flugbahnscharen und ihrer Ver- 
änderung durch Variation der ballistischen Grundwerte“. Z.angew. Math. Mech. Bd. 19 (1939), S.361 bis 371.) 


Von K. Stange VDI (bei der Fried. Krupp A.G.) in Essen. 


1. Die linearen Beziehungen zwischen den Funktionen X”) (t) und Y”) (t) für 3 Flugbahnen. 
Bei der Berechnung einer Flugbahnschar aus zwei Ausgangsbahnen mit den Erhöhungen g, 


Tten, Een 


und 9, (bzw. den zugeordneten Parametern 4, = nd 4, = werden im all- 


gemeinen die auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezogenen Netzzahlen des Geschosses, die 
Kartenentfernung X" (t) und die Höhe Y”(d), v=1;2, mit ihren Ableitungen (Geschwindig- 
keiten) X” (f) und Y®” (ft) als Funktionen der Zeit £ bekannt sein. Das ist z. B. der Fall. 
wenn man die Ausgangsbahnen nach irgendeinem der bekannten numerischen Integrations- 
verfahren (etwa nach Runge-Kutta) berechnet hat. In der obengenannten Arbeit wird 
nun die Geschoßbewegung auf ein schiefwinkliges Achsenkreuz (y;2) bezogen, dessen 2-Achse 
mit der Richtung der Anfangsgeschwindigkeit zusammenfällt und dessen y-Achse die nach 
abwärts gerichtete Senkrechte ist. 


Die Umrechnung der Funktionen X” (t), Y”’(t) und ihrer Ableitungen auf die eben ge- 
nannten schiefwinkligen Netzzahlen 4” (t), 2°” (t) usw. zur Festlegung einer beliebigen dritten 
Bahn mit dem Abgangswinkel 9, (bzw. dem Parameter A,) kann man vermeiden, wenn man 
folgendes beachtet. 
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| Die Funktionen y‘” (t) und z‘” (t) sind lineare Zusammenstellungen der X” (f) und Y'” (h) 
und umgekehrt. Die von dem Parameter Ä unabhängigen „Grundfunktionen“ y,(M): 4, (f); 


2,(9; 2,(#); ..., aus denen sich die allgemeine Lösung als Potenzreihe nach A in der Form 
ei 2 2 
| DR ra in a ne 
bzw. 
) ON 2": u 22 < 
ehe en WR 


aufbaut, sind bei Beschränkung auf die ersten beiden Glieder der vorstehenden Reihen- 
entwicklung ebenfalls linear von 4” und y“” bzw. z‘” und z“” abhängig. Wir haben also die 
folgende Kette linearer Zusammenhänge L,[] bzw. L;[] 
xX®» = L, [.”]; 
2® = L,[2,; 2,]; 
(2,; 0, )= Z, le” ; #"]; 
fe" ; 2] - L, IE: zZ: 
rer; 
[2 ; y®]= Lay [203 21; 905 9]: 
[20 2,5 yo; yıl= Li le"; 2; yw; yo]; 
er 2. ur; yrı= „ Fa X@. y'». ., 


dD. 


Daraus geht hervor, daß die rechtwinkligen Netzzahlen X® (ft) und Y (t) für die ge- 
suchte dritte Balın sich linear aus y“” (ft) und 2” (ft), also auch linear aus den Grundfunktionen 
Yo), yılk), 2.(#) und 2,(t) und schließlich linear aus den rechtwinkligen Netzzahlen X” (t); 
Y”(d);v»=1;2 für die zwei bekannten Bahnen zusammensetzen. 


Es werden also 2 Gleichungen der Form . 
3 
Y rıy 
Pa 
=] 
und 
3 
IIB,X” +0, Y]=0 
„‚—|1 
gelten. 
Führt man die Rechnung im einzelnen durch, so findet man 
sing, — sing, . sing, — sing, „ sinp, —sing, „ 
/ axwg)L+ 3 "x d+ rı 2xoag—O, : (3) 
cos po, COS, coSsY, 
und 


(sin 9, — sin y,) Y (f)+ (sin Y, — sing,) Y” (N + (sin @, — sin ,) Y® (f) 


x x] ne 


+ (sin 9, — sin 9,) (sin 9, — sin @,) 0) 


coSYy, COS, 
Das sind die gesuchten Beziehungen zwischen den rechtwinkligen Netzzahlen dreier Flugbahnen. 
Die Gl. (3) und der erste nur Y enthaltende Teil der Gl. (4) bleiben ungeändert, wenn 
man die angehängten Zeiger 1, 2 und 3 kreisförmig vertauscht. Für den zweiten Teil der 
Gl. (4) muß die entsprechende Tatsache noch nachgewiesen werden. Das soll im folgenden 
geschehen. 
Setzt man zur Abkürzung 
sing, — sing, =4; 
sing, —sinp, =4,; 


sing, —Sing,=q,; 


so gilt 
3 
ee a Fe 
v„—] 
und nach (3) 
ni x 
Y 0, — en re er a ee a 
nr C0OSYV, 
Aus (5) erhält man 
(2) 2» 
ar un ar 
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Durch Addition der Gl]. (6) und (7) kommt 


x x» x 
1 a, =(a,+a 
1cosp, +4 COS p; era cos Y 
oder 
xD , X» x 














'jeosp, cos [RR 
Multipliziert man die letzte Gleichung noch mit a,, so erscheint sie in der Form 
xD x» x x 


coSYp, €COSQ, ’|cosp, cosp,|' 


’[c0Sp, cosp;,|' 


a,d, = a,a 














Damit ist gezeigt, daß auch der zweite nur X enthaltende Teil der Gl. (4) bei kreisförmiger 
Vertauschung der Zeiger 1, 2 und 3 ungeändert bleibt. 

Will man aus 2 Grundbahnen nicht nur die Schar der Normalbahnen (wie es im vor- 
stehenden vorausgesetzt wurde), sondern außerdem noch die durch die Tagesverhältnisse 
(Rohrabnutzung, Luftgewicht, Temperatur, Wind) geänderten Bahnen herleiten, wie es Athen 
in seiner Abhandlung vorschlägt, dann läßt sich die Umrechnung der rechtwinkligen Netz- 
zahlen auf die schiefwinkligen nicht vermeiden. In dem Fall kommt man aber wahrscheinlich 
schneller zum Ziel, wenn man für die in Betracht kommenden Tagesverhältnisse 2 neue 
Grundbahnen berechnet und aus ihnen, ohne den Umweg über das schiefwinklige Achsenkreuz 
zu gehen, die Flugbahnschar für diese Tagesverhältnisse (z. B. + 20 m/s Windgeschwindigkeit) 
herleitet. 


2. Die günstigste Wahl der beiden Ausgangsbahnen für eine Luftschußtafel. Da man die 
Reihenentwicklungen (1) bzw. (2) mit den Gliedern erster Ordnung abbricht, so hat man bei 
der Berechnung von y'”(f) und z”(t) für eine beliebige Bahn (v»=F1;2) mit Fehlern zu 
rechnen, die nach den Entwicklungen der eingangs genannten Arbeit u. a. verhältnisgleich zu 

’ a a m. men» 
sind. 

Diese Beziehung läßt sich mit Vorteil anwenden, wenn es sich darum handelt, die Werte 
4, und A, so festzulegen, daß man die kleinsten Fehler für einen bestimmten 4-Bereich erhält. 
Nehmen wir an, es handelt sich darum, aus nur 2 Bahnen ein Flugbahnschaubild für die untere 


Winkelgruppe O<@=45° zu entwickeln. Dann ist 4, =/()=05<i< 0,85355 —/ (£)=- Ri, 
i, und 4, wird man so wählen, daß in der Mitte A, des betrachteten Bereichs und an seinen 


Endpunkten bei 4(0) und (7) dem Betrage nach gleich große, dem Vorzeichen nach ent- 


gegengesetzte Fehler auftreten. Damit die Fehler an den Endpunkten des Bereichs gleich 
groß werden, muß die Parabel F(4) der Gl. (8) spiegelbildlich zu der Mittellinie des Bereichs 
de * liegen. Es gilt also 
en a MR 
Weiter muß 
F(i)+ Fü.)=0 
sein. Das gibt nach (8) 
(ko A,)(ds Fo Alt (im —A,) (Am ” ),)=UV 
oder $ ER 4 
AA Aa A: 2 2% 05er. AO) 
Aus (9) und (10) erhält man schließlich eine Gleichung 2. Grades zur Bestimmung von 4, 
bzw. /, mit der Lösung 
i k,+% 24, —1 
u. ee ° 


Damit sind die beiden Ausgangswerte 4, und A, möglichst günstig bestimmt worden. 

In dem schon genannten Zahlenbeispiel für die untere Winkelgruppe erhält man aus (11) 
die Werte A, = 0,552; 4, — 0,802 und daraus schließlich g, =6,0° und 9,—=37,2°. Man wird 
also die Ausgangsbahnen, aus denen man das Flugbahnschaubild herleitet, mit den abgerundeten 
Erhöhungswinkeln 9; =5° und 9,=35° berechnen. 

Daß die mit der „Zwischenschaltung“ notwendig verbundenen Fehler bei der Flugbahn- 
rechnung tatsächlich am kleinsten sind, wenn man die nach Gl. (11) bestimmten Werte 4, 
und A, benutzt, und daß jede andere Wahl der Ausgangswerte A, und A, entweder den Fehler 
F, am Rande oder F'„ in der Mitte des Bereichs vergrößert, ergibt sich folgendermaßen. Der 
Fehler am Rande ist ; 

F,=(4 Zu ko) (Ay —- A) )>0 


und in der Mitte dem Betrage nach Palme A), — in): 
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Denkt man sich nun an Stelle der durch Gl. (11) gegebenen zwei andere Werte 
Ke4,:44 md Zei rl, 

die ebenfalls spiegelbildlich zur Mitte des Bereichs liegen, als Grundwerte gewählt, so geht 
der Randfehler F, in den Wert 

F=F+44d,—A,F44) 
und der Fehler in der Mitte in 

Fun =Fmt+ 44d,—4 +4) 
über. Da (A,— 4, F A{)=K>0 ist, so sieht man, daß jede Änderung 44 der dureh Gl. (11) 
bestimmten Grundwerte 4, und A, entweder die am Anfang oder die in der Mitte des Be- 
reichs zu erwartenden Unterschiede zwischen der „richtigen“ und der „eingeschalteten“ Bahn 
vergrößert. 

Will man 3 Grundbahnen über den gesamten 
i-Bereich verteilen und die übrigen Bahnen durch 
lineares Zwischenschalten berechnen, so wählt 
man zweckmäßig die in Bild 1c dargestellte Ver- 
teilung, bei der 

Fü)=-Fi)=—-F(,)=F(,) 
ist. Der größte Fehler wird dann dem Betrage nach 








5) 


N ’ 4 Io 
F nax| = (3 2) 2) | x D E 





Vergleicht man die Fehler bei der durch die Bilder 
la bis ce erläuterten Anordnung der Ausgangsbahnen 
miteinander, so findet man das Fehlerverhältnis 

3 :7 :3—2y2)>5%0:35:17=6:3:2. 
Beschränkt man sich auf lineares Zwischenschalten, 
so läßt sich demnach der Fehler in einem vor- 
gegebenen 4-Bereich bei Verwendung von 3 Grund- 
bahnen an Stelle von nur 2 auf den dritten Teil herab- 
drücken, wenn man die Anordnung geeignet wählt. Bild 1a bis c. 

Es muß hervorgehoben werden, daß die vorstehenden Betrachtungen nur für den Fall 
gelten, daß die Fehler bei gleicher Flugzeit t betrachtet werden. Das ist der Fall, wenn man 
etwa ein Flugbahnschaubild für Luftziele (Luftschußtafel) aufstellt, das bis zu einer bestimmten 
Flugzeit t (bzw. Zünderstellung) gehen soll. 








3. Die günstigste Wahl der Ausgangsbahnen zur Berechnung einer Erdschußtafel. Bei Erd- 
schußtafeln berücksichtigt man jedoch bei der Festlegung der 2 oder 3 Ausgangsbahnen zweck- 
mäßig noch die Tatsache, daß die Lösung nur in der oberen Halbebene für Y(=0 gesucht 
wird, d. h. bei kleinen Erhöhungswinkeln @ nicht für Flugzeiten, welche der Gesamtflugzeit T,, 
der 45°-Bahn entsprechen, sondern nur für wesentlich kleinere Bodenflugzeiten T. Da die 
zu erwartenden Fehler mit der Flugzeit anwachsen, so darf man für kleine Erhöhungen an 
den Stellen, die der Flugzeit 7,, entsprechen und die schon weit unter der Mündungswaage- 
rechten liegen, einen größeren Fehler zulassen als bei der 45°-Bahn. Man wird also beim 
praktischen Rechnen mit 2 Grundbahnen nach Bild 1a beide Bahnen und bei 3 Grund- 
bahnen nach Bild 1c die mittlere (}„) und die der größeren Erhöhung (4,) im Sinne wachsen- 
der A nach rechts verschieben. 

Um das Maß dieser Verschiebung zu bestimmen, müssen wir etwas weiter ausholen. 

* Der Fehler einer naclı dem linearen Ansatz zwischen 4, und 4, eingeschalteten Bahn (A) ist 
G();d=(k — A)(k —A,):w,(f) ee N 
wobei nach (1) und (2) 
nv, )=2,()+9,(f) 
das zweite, nicht von 4, sondern nur von der Flugzeit t abhängige Glied in der von Athen 
benutzten Reihenentwicklung nach Potenzen von / 


ee 


2” (h)= B.: ),2(f); | 
t=0 Si 
und „trsion, | a er x eat 
* ö 4 
Y”üd= N Kyid); 


oe—(l 


ist. 
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Schreitet man nun längs der Mündungswaagerechten Y=0 oder y=zsin fort, so ge- 
hört zu jedem ihrer Punkte eine bestimmte Flugzeit T und ein bestimmter Wert des Para- 
meters 4. Für die Punkte der Mündungswaagerechten ist also 

En AR Be © 
Der Zusammenhang zwischen T und / 








ist in Bild 2 für ein bestimmtes Bei- zod ] 
spiel dargestellt. Praktisch kann für R ! 
. F- Be” nn 
die Fehl«rbetrachtung der Verlanf der N n” ++ +1 ei ii 
Kurve mit ausreichender Genauigkeit 8, Thonst{A A.) 70) 
durch die Gerade SI 
SS | 
e r R = süw ti 
T=const-(A—4) : . (ld) &s 
- . oo 
ersetzt werden. Denkt man sich den Ss TFT 1 
letzten Ausdruck in Gl. (12) eingesetzt, | IK. + re | n 4 dern „ 
so wird der längs der Mündungs- Zu we Abgangswinlelp1*] 
waagerechten für Erdziele zu erwar- 
tende Fehler beim Zwischenschalten Bild 2. 
eu DER aid: . ee 


Er ist also nur von 4 abhängig. Um die Bedingung aufzustellen, ihn möglichst klein zu 
halten, wollen wir zuvor die Gestalt der Funktion @y (4) näher untersuchen. 


4. Die Funktion G@y(i). Denkt man sich die Grundfunktion »w,(t) in eine Potenzreihe 
nach t 


e. 


e,B=2er . De IL 


v— (0 
entwickelt und ist a}, dabei der erste von 0 verschiedene Faktor, so ist 
an +1 
n+ i 
w,(d=a; (14, +) EFT Ti re 
\ n 


Setzt man den letzten Ausdruck in (12) ein und beachtet die Beziehung (15), so wird die 
Fehlerfunktion für Erdziele in erster Näherung 


Gy) =A—A)i—A)afli—A)"-cont. . .:. 2.2... ..(19. 
D3.6ulE) Er Die Fehlerfunktion besitzt die einfachen Null- 
er A a er a RE stellen 4, und 4, und die »-fache Nullstelle A 









2 
Ihr Verlauf ist aus Bild 3 ersichtlich. 

Um nun die beiden Ausgangsbahnen bzw. 
die Grundwerte A, und 4, möglichst günstig fest- 
zulegen, wollen wir verlangen, daß die größten 
dG 
di 
verschwindet, und der Fehler bei i, am rechten 
Rande des ganzen Bereichs dem Betrage nach 
gleich groß werden. 

Wir führen zur Abkürzung die Veränderliche 


Fehler bei 4, und 47), wo die Ableitung 





„ J—4h sing 
‘=; = Sa or 


Az| -=— 
A, —4, Sing, 


Bild 3. ein, welche die Betrachtung von der zufälligen 

Ausdehnung (4, —4,) des Bereichs unabhängig 

macht. Außerdem lassen wir die unveränderlichen Faktoren der Gl. (19) als belanglos fort. 
Dann wird die Fehlerfunktion für die Mündungswaagerechte 


ce te & 5 De % 7 ee, 3 
Sıe ist im Bereich 


a a ER Ti 
zu untersuchen. 


Die Hoch- und Tiefwerte dieser Fünktion liegen bei 





N n+1 N 2 ee 2 “ 
S]; 1=5 +5) (&, 1 +) (&, — £,) +) Sı8a] ee 
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Setzt man der eingangs gestellten Bedingung entsprechend 
Gy (&) = Gy (Em) NT re re 5 
so findet man zur Bestimmung von £&, und £, (bzw. 4, und 4,) die beiden Gleichungen 


HE;EI)SH-E) A - DJ) -AM—-E)A-E)=0 .. . 0.0.0.0. (88) 

und 
KE;E)Selka Ed) - DJAaAart-E)I)A-E)=0. . . . . . . (8), 
wobei &, und &, nach Gl. (23) durch &, und £, auszudrücken sind. Mithin stellen die Gl. (25) 
und (26) zwei Kurven in der &,; £,-Ebene dar. Da nach Gl. (22) £ ein echter Bruch sein 
muß und da (ohne die Allgemeingültig- 
2 Bin tn nie keit der Untersuchung einzuschränken) 














&, &, >E£, gesetzt werden kann, so braucht 
‚ man den Verlauf der beiden Kurven (25) 

; und (26) nur in dem in Bild 4 geschrafften 

ek | | | 4 | Gebiet zu untersuchen, um ihren Schnitt- 
a —ı 4 —i ar —, punkt zu finden. Man ermittelt die Lösung 


am einfachsten dadurch, daß man einige 
Punkte der Kurven H=0 und K=0 
berechnet. 

5. Die Potenzreihe für w,(f). Berechnung des ersten von 0 verschiedenen Faktors «),. 
Bevor wir die zahlenmäßige Lösung in Angriff nehmen können, müssen wir den in Gl. (18) 
noch unbestimmt gebliebenen Wert der Hochzahl » berechnen. Das soll im folgenden geschehen. 

Setzt man in die Differentialgleichungen der Geschoßbewegung ') 


Bild 4. 


y=9—-yH(); :f(w ” 
4 ; 1(v): ef) (27) 
z=—zH(v); ! 
die Reihenentwicklungen ’) 
a a Pie 
0—=( 
NEBENAN TE I 
0o—V 
und 
ee ET RT a ER 
00 
ein, so findet man mit Hilfe der Anfangsbedingungen 
y(0;4)= 0; 2(0;4)= 0 
sie s(0;A)= © TER (31) 
y(0; )=+9; 2(0;4)=—cf(v,) 
sofort die Werte 
| > a 
gr (32). 
( 2 
a,= + 4 ; b, 7 f (v,) 
Für o >2 gelten die Rekursionsformeln 
ERBE ern ar 
=] 
und 
(0 - 1)obb= Lo ee er ee ee 
v—]1 
Um aus den letzten beiden Gleichungen die Faktoren «a,, a,..., b,, b,... zu bestimmen, 
müssen wir zuvor die co mit Hilfe der ao und bo ausdrücken. 
Für die Geschoßgeschwindigkeit » gilt 
"—=2+yP+2(1—2Y)y2=@+W—tiüU2. . . . .:. 0. (8). 


1) c/(v) ist der Betrag der Luftwiderstandsverzögerung und 9 die Erdbeschleunigung. 
2) Eine Verwechslung mit den Zahlenwerten a, bis ag des Abschnitts 1 ist nieht möglich. 
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Da die rechte Seite der letzten Beziehung nach Gl]. (28) und (29) nur von ao und b. abhängt, 
so ist die Reihenentwicklung für v 


vw, Po (4) te De ET ET ER Er (36) 
0o—=V 


bestimmbar, m. a. W. die 5. lassen sich durch die (ao; bo) ausdrücken. Es wird nach kurzer 
Rechnung 














Po =b,=v,; 
PB, =2la, +b,) -tLia,=gy -—-cf(v)—21g; | 
F 29, f (37). 
P,=3(a, + b,) 64a, + - Al—A); | 
Für die auf der rechten Seite der Bewegungsgleichungen (27) vorkommende Funktion H (vr) 
können wir schreiben 
; Er 
BEIN FE EEr+.. . 0.0.2 208024000 U 
mit 
dH (0 = 7 
H, gr | dt = ‚d ” ; di u * Hs Pe. | 
H,= Hy 0 + Hsö,; (39. 
H,= Hl +3 Hl öö, + Hoi; | 
Andererseits war für H die Reihe 
H=Xco-# . . ’ - . A . . : . 2 . r (30) 
0o—=V 
angesetzt worden, so daß sich durch Vergleich von (30) und (38) die co zunächst durch die Po 
und mit (37) schließlich auch durch die a» und bo ausdrücken lassen. Man findet zunächst 
Co, ne Bi 
> H, Pi ’ 
’ Pi ’ ) 
=H' st Heß: ET UREET 
P} 
c,=H,' 31 + Hy BP. + Hs ß;; 
Ersetzt man jetzt in den letzten Gleichungen die 8. nach (37) durch die ao und bo und führt 
die so gewonnenen Ausdrücke für die co in die Gl. (33) ein, so findet man schließlich nach 
längerer Rechnung für a, und b, die Werte 
a,= er 
o c j ®, " P a \ ’ 
0,54 . "ref )+g@i—nD] H,, a 
us 0 
die demnach beide 4? noch nicht enthalten. Weiter wird 
g Jlefw]’, or. r s ‚ e 
a=# L E 2lef@)+g24—1] H,). k de a 9 
v 0 
also auch noch von 4? unabhängig. 


Da von dem Faktor 5b, nur der Anteil mit 4? gebraucht wird, so sollen die anderen 
Anteile unterdrückt werden. Es ist 


$ 


(u. HY — H}) ER REN 





12 
b, =,.. A 
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Aus der letzten Gleichung ist ersichtlich, daß die Reihenentwicklung für »w, (£) mit i* beginnt 
und daß demnach die in Gl. (18) der Betrachtung zugrunde liegende Hochzahl n = 4 ist. 


“ 


Für n = 4 ist das gesuchte Wertepaar (£,; £,) des Abschnitts 4 aus Bild 4 ersichtlich. 
Es gilt 
&, — 0,743: &,— 0,91. 


Wählen wir wie früher als Gesamtbereich des Erhöhungswinkels O<9<45°, so wird nach G]. (20) 
4, — 0,163; y;= 317°: ), = 0,843: Q9,= 234°, 


Die beiden zweckmäßig zu wählenden Ausgangsbahnen rücken also im Vergleich zu dem Er- 
gebnis im Abschnitt 2 beträchtlich an den rechten Rand des 4-Bereiches heran. 


Die Berechnung eines Zahlenbeispiels hat gezeigt, daß man in den Schußweiten Fehler 
bis zu 2,8 vH. in Kauf nehmen muß, wenn man als Ausgangsbalınen nach Abschnitt 2 die mit 
der Erhöhung 91 =5° und 9,=35° benutzt, daß jedoch dieser Fehler unter den dritten Teil 
sinkt, wenn die Grundbahnen 9/’=30° und 95’ =45° dem Abschnitt 5 gemäß gewählt werden. 


Im vorstehenden wurden die beiden Grundbahnen zur Berechnung einer Flugbahnschar 
unter der Voraussetzung bestimmt, daß man von den Reihenentwicklungen (1) und (2) nur die 
in 4 linearen Glieder beibehält. 


Berücksichtigt man auch noch die Glieder 2. Grades, so braucht man 3 Ausgangsbahnen 
und gelangt zu Ergebnissen, die den hier entwickelten ähnlich sind. Beispielsweise hat die 
der Gl. (3) entsprechende dann die Gestalt 


4 
u, 
> Be 5 
Zu) COSYVy 
„»— ( 


EN 
wobei die 4, dreireihige Determinanten der Form A,= 1 A, A =—tA,—/,)A,— AA, —A,) 
a A > 


usw. sind. 
Die Fehlerfunktionen werden ähnlich wie in Gl. (8), (16) und (21) für eine Luftschußtafel 
FÜ)=Üi—A)ÜA—A)iA-—A). .... ne 2 
und für eine Erdschußtafel 
Gu)=Ü—A)A—A)i--A)wI(T).:. . . ..... (d6a) 
bzw. 


Gyr) =lE— E) (21a) 


Irr 
Sr 
» 
Ir 
Ir 
n 
r 


mit m=5. 


Die zweckmäßigste Wahl der Ausgangsbahnen für diesen Fall verlangt bei Luftschuß- 
tafeln die Festlegung einer möglichst günstigen Kurve 3. Ordnung und bei Erdschußtafeln 
die Bestimmung des Schnittpunktes dreier Raumflächen. Die praktische Verwendung des 
Athenschen Verfahrens bei Benutzung von 2 bzw. 3 Grundbahnen, insbesondere die mit ihm 
verbundenen Fehler und der erforderliche Zeitaufwand im Vergleich zu den bisher gebräuch- 
lichen Wegen zur Berechnung einer Flugbahnschar, soll an anderer Stelle noch ausführlicher 
erörtert werden. 


6. Zusammenfassung. Nach einem von H. Athen entwickelten Näherungsverfahren werden 
zwei Gleichungen (3) und (4) hergeleitet, die es gestatten, aus den für zwei Flugbahnen (1) 
und (2) bekannten waagerechten und senkrechten rechtwinkligen Netzzahlen X (f) und Y(f) 
die für eine beliebige Bahn (3) geltenden Werte durch „Zwischenschalten“ zu berechnen. 
Man hat damit ein bequemes Verfahren, um mit verhältnismäßig geringem Rechenaufwand 
für Erd- und Luftschußtafeln mit großer Genauigkeit vorläufige Flugbahnschaubilder zu ent- 
werfen. Die Ausgangsbahnen (1) und (2) werden dabei für Luftschußtafeln zweckmäßig nach 
Gl. (11) so festgelegt, daß für den ganzen in Betracht kommenden Erhöhungsbereich 
die am Anfang, in der Mitte und am Ende dieses Bereichs bei gleicher Flugzeit möglichen 
Abweichungen zwischen der „richtigen“ und der „zwischengeschalteten“ Bahn verschiedene 
Vorzeichen, aber gleichen Betrag erreichen. Zur Berechnung von Erdschußtafeln läßt man 
die beiden Grundbahnen nach den Ergebnissen der Abschnitte 3 und 5 zweckmäßig ziemlich 
nahe an den rechten Rand des 4-Bereichs heranrücken. Die Ergebnisse lassen sich auf den 
Fall, daß bei der Zwischenschaltung drei oder mehr Grundbahnen benutzt werden, übertragen. 176 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Bemerkung über eine Extremalaufgabe 
von E. Zolotareff. Im Jahre 1877 hat E. Zolo- 

tareff!) erstmalig mehrere Tschebyscheffsche 
Extremalaufgaben gelöst, welche mit der Transfor- 
mation der elliptischen Funktionen zusammenhängen. 
Die von ihm behandelte Aufgabe Ill läßt sich etwas 
vereinfacht folgendermaßen formulieren: Unter den 
Funktionen 


f(2) 


I pe — go: 
a. 1-Pr@ 





die in & vom Grad oe sind und bei Vertauschung von 
Q mit 2°! in ihren reziproken Wert übergehen, 
soll Siejenige bestimmt werden, die im Intervall 
0<2<xr< 1 einen möglichst kleinen Maximal- 
betrag Z hat. Die eindeutige Lösung dieser Aufgabe 
lautet, 


P,=xsn|" re 
(1,2 ed IE). 
le 
[2] 
L=x* Il sn? 2 K. 2) 
=] \ v 
mit 
1 
K-\ ’ => —, 
yvi—- )(1— 7) 


Diese Aufgabe hat kürzlich eine Anwendung in 
der Elektrotechnik, nämlich in der Theorie der 
elektrischen sechspoligen Frequenzweichen kon- 
stanten Betriebswiderstandes®) und der ausgangs- 
seitig leerlaufenden vierpoligen Reaktanzfilter ?) 
gefunden (Frequenzweichen und Siebschaltungen 
mit Tschebyscheffschem Betriebsverhalten). In- 
dem weiter gezeigt wurde, daß man jeder Frequenz- 
weiche der in?) behandelten Art eine vierpolige 
Reaktanzsiebschaltung zuordnen kann °), gelang es, 
die von mir in’der Arbeit „Ein Interpolations- 
problem mit Funktionen mit positivem Realteil‘ ®) 
behandelte Fragestellung der symmetrischen vier- 
poligen Siebschaltungen, für die dort eine Lösung 
mit Tschebyscheffschem Verhalten der soge- 
nannten Vierpoldämpfung gegeben wurde, mit 
Tschebyscheffschem Verhalten der Betriebs- 
dämpfungzu lösen. Hiermithat sich für dieangeführte 
Aufgabe Zolotareffs eine neue wichtige elektro- 
technische Anwendung ergeben, die sich übrigens 
auch auf sogenannte antimetrische Siebschaltungen 
erstreckt. 


) E. Zolotareff: Gesamm. Abhdlig. (russisch) Bd. I 
casa), S.372 (französischer Auszug) und Bd. 11 (1932), S.1bis60. 


2) [$] bedeutet die größte in x enthaltene ganze Zahl. 
3) W. Cauer: Jber. dtsch. Math. Ver. Bd. XLIX (1939), 


S.46 bis49 und Elektr. Nachr.-Techn. Bd. 16 (1939), S. 96 bis 120. 


4) W. Cauer: Elektr. Nachr.-Techn. Bd. 16 (1939), 
S. 161 bis 163. 


5) H. Buntz: 
Bd. 28 (1939), S 
6) W.Cauer: 


Telegr.-, Fernspr.-, Funk-u. Fernsehtechn. 
. 363 bis 375. 


Math. Zeitschrift Bd. 38 (1933), S. 1 bis 44. 


Die Zolotareffsche Aufgabe III und die in ®) 
behandelten Extremalaufgaben, die ihrerseits auf 
eine von Tschebyscheff behandelte Aufgabe ’) 
sowie auch auf eine andere von Zolotareff ge- 
löste Aufgabe (Aufgabe IV int)) zurückgeführt 
werden können, sind nicht unabhängig vonein- 
ander®). Auf die Beziehungen, welche zwischen den 
in ®) behandelten Extremalaufgaben sowie zwischen 
diesen und der Tschebyscheffschen Aufgabe 
bestehen, wurde schon mehrfach hingewiesen ®)!°) 1), 
Die Herleitung der Lösungen der in®) behandelten 
Extremalaufgaben durch Achyeser®) und Baier!) 
geschieht auf Grund eines Satzes über die Anzahl 


von Malen, welche eine Extremalfunktion ihre 
Extremalabweichungen von der anzunähernden 


Funktion mit abwechselndem Vorzeichen annimmt 
(Theorem IV in Tschebyscheffs Abhandlung 
„Sur les questions de minima qui se rattachent ä& 
la representation approximative des fonctions‘ '?) 
und seine Verallgemeinerung, Theorem 1 bei 
Achyeser’)). Dieselbe beschränkt sich im 
wesentlichen auf eine Verifikation, daß die ange- 
führten Extremalfunktionen die richtige Anzahl 
von Malen die Extremalwerte abwechselnd an- 
nehmen. Wegen des elektrotechnischen Interesses 
der Aufgabe III von Zolotareff habe ich für sie 
eine vollständige nicht auf Verifikation beschränkte 
Herleitung gegeben, welche die wenigen erforder- 
lichen Hilfsmittel aus der Theorie der elliptischen 
Funktionen vollständig mitenthält'®). Die Extremal- 
probleme aus ®) werden dann sehr einfach durch 
Zurückführung auf die Zolotareffsche Aufgabe 
erledigt '?). 


Berlin. W. Cauer. 19% 


?), P. Tsehebyscheff: „Sur les expressions approch6es 
de la racine carr6e d’une variable par des frarctions simples“ 
Oeuvres II, S. 541 = Acta mathem. Bd. XVIlI (1894), S. 113 
bis 132 (russisch zunächst 1889 in den Abhandlungen der 
Akademie der Wissenschaften zu Petersburg, also 12 Jahre 
nach der Zolotareffschen Arbeit, offenbar aber ohne 
Kenntnis dieser Arbeit erschienen). Die Aufgabe lautet: 
Unter allen rationalen Funktionen, deren Zähler vom Grade 
m oder m — 1 und Nenner vom Grade m ist, soll diejenige 
bestimmt werden, welche die Funktion zwischen 
x=1 und <=x-?> 1] derart annähert, daß das Maximum 
des relativen Fehlers möglichst klein wird. Nimmt man 
statt dessen den absoluten Fehler wie Zolotareff in 
Aufg. IV, so bedeutet das nur Multiplikation der Extremal- 
funktion mit einem gewissen konstanten Faktor (vgl. 
N. Achyeser, Comptes Rendus de l’Acad. de ’URSS, (1930), 
S. 495 bis 499, Theorem 2). 


8) N. Achyeser (Communications de la Soeiete 
mathematique de Kharkow, I (1933), S. 89 bis 45) 
führt die Autgabe III von Zolotareff auf folgende 
Variante der Aufgabe IV von Zolotareff zurück: Unter 
(x) 
p(x 
des »n-ten Grades sind, soll er EM bestimmt. werden, 
welche in den Intervallen —I<x <— »<0<x»<x<]| 
” Sunkti _S—-1(xX<0) 
von der Funktion sgn x ={ 1(x> 0) am wenigsten ab- 
weicht. Ihre Lösung behandelt Achyeser in Bulletin 
de l’acad&mie des seiences de !’URSS, math. phys. Kl. (1929), 
S. 919 bis 931. 

9) N. Achyeser: 
Inst. Sei. Math. et 
S. 27 bis 34. 

10), H.Piloty (Elektr. Nachr.-Techn. Bd. 14 (1937), S. 107) 
weist auf die Beziehungen zwischen Tschebyscheffschen 
@’ und Q-Funktionen (Problem II und I in®)) hin. 

11) O. Baier: Mathem. Zeitschr. -Bd. 44 (1938), S. 293 
bis 305. 

12) Tsehebyscheff:Oeuvresl, S.273bis378 — M&moires 
d. l’Academie Imperiales des sciences de St. Petersbourg, 
math. phys. Kl., Bd. VII (1859), S. 199 bis 291. 


13) In AnhangII zu Kap. IX in meinem in der Akadem. 
Verlagsges. erscheinenden Buch „Theorie der linearen 
Wechselstromschaltungen“, Bd.I. O. Baier!) bringt die 
Hilfsmittel aus der Theorie der elliptischen Funktionen 
nicht ganz vollständig. Der von ihm zitierte und nicht 
bewiesene Satz von Abel wird von diesem selbst auch 
ohne jeden Beweis angeführt. 


allen reellen Funktionen y=; ‚ wo 9 und w Polynome 


Soe. Math. Kharkhoff et 
Kharkoff IV (195), 


Commun. 
Meean. Univ., 
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Näherungsformel für die Berechnung 
von Strecken. In der Technik, Ballistik, im 
Vermessungswesen usw. ist es üblich, Rechnungen 
wie die Bestimmung von Streckenlängen vereinfacht 
mittels Näherungsformeln zu erledigen. Hierfür 
soll im folgenden eine allgemeine Formel für den 
Fall gegeben werden, daß die gesuchte Größe x 
von zwei gegebenen 0O<b<a abhängt. 

Es soll x dureh einen Ausdruck @—+ v angenähert 
werden. wo die Korrektur ® die Form 


Ab? 


„= (1) 
Ba+cCb 


hat. Die Konstanten A, B und € sind in jedem 
Fall passend zu bestimmen. 
1. Als Näherungsformeln für Va? + 5? finden sich 
in der Hütte, Bd. I 
v®+b=0960a+03%8b . .. 


und ebendort nach Schlömileh 


ya? + b? = 0,9938 a + 0,0708 b + 


Ve re 
( 


1 


Zu einer wesentlich besseren Näherung gelangt 


\ b 3 
man, wenn man mit ?= z 0<t<i1) also 


ver #®=ayi- 
für 

RN’; 

-? =1]1-+ . 

es ’ er B+Ct 


ansetzt und die Konstanten so bestimmt. daß das 
Integral über das Fehlerquadrat genommen im 
Intervall Obis1 ein Minimum wird. Man erhält so 


1.66 D? 


a —-b?za-+ a>b) 4) 
"Tr 3atp‘ ( 
oder, wenn man 
j a 
y®+lW=a+btgz 
setzt, wird 
a 1.66 5? a 
tg I Er: 


2 3a+b 


Formel (4) liefert Ya? + 5b? mit einer Höchstab- 
weichung von 0,12 °/,. Wie die nachstehende Zahlen- 
tafel zeigt, hat sie also eine wesentlich größere 


Genauigkeit als z B. die Formel von Schlömilch, 
ohne mehr Rechenarbeit zu erfordern. 


2. Für die Berechnung der Länge b eines Kreis- 
bogens aus Sehne s und Pfeilhöhe h findet sich in 
der Hütte die wenig genaue Formel 


bze+'. ER | 


Nach dem gieichen Prinzip wie oben erhält man 
die wesentlich bessere Näherungsformel 


5,37 h? 


2s+h" 


Sie gibt die Bogenlänge mit einer Höchstabweichung 
von 0,44°, und einer durchschnittlichen Ab- 
weichung von 0,115°/, wieder. Die Höchst- 
abweichung liegt bei sehr großen Bogenlängen, 
d. h. in der Nähe des Halbkreises. Da diese 
Bogenlängen in der Praxis kaum gebraucht 
werden, kann man praktisch mit einem Fehler von 
nur 0,12 °/, rechnen. 

Unter Benutzung einer Korrektur der Form (1) 
kann man natürlich ganz allgemein nach dem 
gleichen Prinzip Näherungswerte für andere Funk- 
tionen zweier Veränderlicher in einem bestimmten 
(Gebiet bestimmen. , 


bzs+ (7). 


Frank furt/O. H! Meincke. 210 


Jy+1 (2) 


Zur Berechnung der Funktionen ] 
Jy\F) 
Em Hi (2)] 


und 1g| 2 Wenn man in die Formel!) 
I Jr) 


Su) T> z\2k+l 3 
5 KkCy.k Iiz!<2 
No I,@ Cy,k| 5) für |r!<2 


I 


Jy+1 (2) 
Pr +ı (X) er Ba a Mare Er 


einführt, ergibt sich: 


= 34 
er rn 5 9\, 


0 
are. 
1) Vgl. E.Brixy: Logarithmus der Besselschen Funk- 


tionen reellen positiven Argumentes. Z. angew. Math. 
Mech. Bd. 19 (1939) S. 376, Formel (19). 








0.960 a + 0,398, 0,9938+-0,07034| , LEE 
t yi+t IE + 0,3567 t? 3+1 Y—: ] y + 
q | =?z 
0,0 1.00000 0,96000 0,99380 1,00000 - 0,04000 0,00620 0,00000 
0,1 1,00499 0,99980 1,00440 1.00536 — 0,00519 - 0,00059 | —- 0,00037 
0,2 1,01980 1,03960 1,02213 1,02075 + 0,01980 —+-0,00233 | + 0,00095 
0,3 1,04403 1,07940 1.04699 1,04527 + 0,03537 | + 0,00269 | -+ 0,00124 
0,4 1.07703 1,11920 1,07899 1,07812 + 0,04217 + 0,00196 | + 0,00109 
0,5 1,11803 1,.15900 1,11813 1,11857 -+ 0,04097 | +-0,00010 | + 0,00054 
0,6 1,16619 1,19880 1.16439 1,16600 + 0,03261 0,00180 — 0,00019 
0,7 1,22066 1,23860 1,21779 1,21984 + 0,01794 0,00285 — 0,00082 
0,8 1,28062 1,27840 1,27833 1,27959 - 0,00222 | — 0,00229 | — 0,00103 
0,9 1,34535 1,31820 1,34600 1,34477 + 0,00065 | + 0,00065 | — 0,00058 
1.0 1,41421 1.35800 1,42080 1,41500 + 0.05621 | + 0,00659 + 0,00079 
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Daraus folgt: 
Y 4 \2 k r3 
Pr+2(M) — PrH (= Io) (2) 1 
0 d 
(Pr +VDcyHi.% Cy,k 
oder: 
Tr g\2K4 | 
Py+1 (Z) — Pr+2 (7) II (») y \3) TB, 
Be | 
(v1) byriı. kt — dr. ktı) 


Der Ausdruck (3) eignet sich für die Berechnung 
der Werte von p im Falle, daß es sich um suk- 
zessive Parameter handelt. Tafeln für p (=) 
wurden von mir mittels Formel (2) auf 6 Dezimal- 
stellen genau berechnet. Zur Erweiterung dieser 
Tafeln kann auch die Formel (3) in Anwendung 
kommen. 

Mit Rücksicht auf 
Gleichung’): 


(1) schreiben wir die 


(2) 


„+1)(v +2) 


2 


2\ vr (M)] 


1 [e+n(,). 7, 


2k 


=, (> 
Il (v) y;) 


k +1) - ern 


Cy, k-1 
— 
D) 


für |7'<2 


folgendermaßen: 
>r 
a 


+ DeW—+2) 


2) 


lg pr», +1 (8) u 


ü z\2k 
\; B) ) 
+11») e k J; LCy, k-ı ” (+1) -Cy4ı.K-ı 
— ® 
eri2i< 2. 
Wenn man nun in der letzten Reihe v=0, 
1,2,3, .... m einsetzt und darauf alle ersten 


Glieder der gewonnenen Gleichungen zusammenfaßt, 
und wenn man dasselbe mit allen zweiten, dritten 
u.s.f. Gliedern tut, nimmt die Reihe die folgende 
Form an: 


” v r 1 
0 N) 
\" (3) 
” —+1)(w-+2) 
0 
m_ = ( m 
+ Dem Da 2 (4) 
0 2 


[cm - + Der, 


rz\m+i 
(3 


-1g I (m+1) 


m — 1 





+ (&\Y +2 


m-+ 2\2 


2), Vgl. die Formel (31) des zitierten Aufsatzes. 





wo: 
a 
4 m 
- 2 4 
A = lv) [ey —(r +1) 9y44.1] 
en | — 
0 
Tr 6 
A m 
> y 
+ — \ Ilm) [cy.2—(v +1) Cy4i. 5] 
3 ’ a S 
0 (9), 
+ 
9% 
[2 m 
3 "u 
’ IICı) [ey. 5 — 1) 
k . 
0 Cy+1.k-ı! 
oder: 
2\* 
Ag 
A > [1 (0) (ao, — ca, +1) — Ca, 1) 
+ II(2) (c..,—36,)+ 118) (3.1, — 4c,.ı) 


+ ++. + I1(m) (on. ı 


(3) 
+—<—- [II00) (ec... 


Il(2) (c..2— 3c;,,) + I1(8) (5,.— 4c,.,) 


(m+1) em+1.91+°': 


(m+1) cent: 


6 


G,9)+ Ill) (c,.2—-2c,,.) 


+... Il(m) (cn. 
r\2k 


) 
- % [11 (0) (co. K-ı 


+ II(1) (e,.Ki1 — 
+ II(2) (c,,x-1 —3C;. ki) 
+18) (5.1 —40.R)+ 


+ Il (m) (cm. — (m+1) Cat.) +'"- 


N 


2063, k-ı) 


Nach der Reduktion der Glieder in eckigen 


Klammern kann man schreiben: 
(g\2k 


BER er. 


k [Cox — I (m- 


1) Cm+ı.k ı] 


Da dieser Ausdruck für 'z| < 2 konvergent ist. 
dürfen wir die Funktion (4) folgendermaßen dar- 
stellen: 


a {£ m+1 
” 5) .\2 
; 2 m+1/a 
a mp4, (2) = lg (3) 
SPytı STmıntmr2 2 


er — 
2k (5). 
= (>) 


0 
% > 3 (Co, k-1 I(m+1) Cmtı.k-ı] 
Eee 





für I2I<2 


Mittels der bekannten Relation: 


m 
y 


g IH elgAhld)+ r 1gDr4; 
u 


geht die Reihe (5) in die folgende: 








ausw 
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z\m+1 oder für m 1: 
18 J t f #6 Pe 
or +, (2) = IQ] u (7) T r r T 
I jr . Il(m +1 m+2\2 log p, (x) T (2) — U,(z) + log — P 
Bi (6) i 

2.2} Da gemäß der Relation (8) U,(x) = ist, so folgt: 

+ s 75 [Co.k-ı Im +1) cm+1.K-ı] T 
— v 





7] 





über. Geht man auf den Briggischen Logarithmus 
über, so können wir der Reihe (6) die folgende 
Form geben: 

/z\m+1 

(3) 





log Jm+ı (2) =1log|J, (2) II (m T + Un) (7, 
wo: 


„fm 1/z2\° 
U m+ı (2) = 0,4342945 | = E z (5 





we R 
a 


D} 


ER 


[Co. k-ı Im +1) -cmtı.k- N} 





Mittels (8) lassen sich die Werte für die U, be- 
quem berechnen. Die Formel (7) eignet sich für 
Berechnung der Logarithmen der Bessel -Funktion, 
wenn J,(zX) und Um+tı(z) bekannt. 


Eine andere Formel für Berechnung der Werte 
von Um4+ı(X) erhält man dadurch, daß man die 
Gl. (7) von der Gleichung 

m 
ö f Y 
log Jm+1 (2) = log J, (2) +2; log P»+1 
N) 


subtrahiert. Die entstandene Formel lautet: 


5 


Url) =2 log P»+1, (x) — log Mm+i) ' 


m+1 


(9). 


Wenn man in (7) m mit m-+-1 ersetzt und von 
der erhaltenen Gleichung die Gl. (7) subtrahiert, 
erhält man die Gleichung, mittels welcher man jedes 
Uy+.2 aus dem vorhergehenden U„+, berechnen 
kann, nämlich: 
m—+2 


Un+z. (DM Um+ (2) + 10g pm+2+ log 10). 


> 





Zur weiteren Formel führt die Addition der 
Gleichungen, die sich aus (10) für m =0,1.2,3,...n 
ergeben. Diese Formel lautet: 


n 
, ‚ Y 
Umt:()=U,(@) + Si log p;4 2 
0 





(1) 


n 
+ 2 log2(4—+2)--(n-+1)logx 
0 





und ermöglicht die Auswertung jedes Uy„+s(X) 
mittels U, (z). 


Aus der Gl. (10) ergibt sich die Relation: 
® 


log Pm+2 (2) = Um+2(2) — Um+ıt log mt? (12) 





log p, (2) =U, (x) + log - (13). 


> 





Die Gl. (12) führt für m=0 und m 1 zu den 
Formeln: 











z 
log 9, (X) =U,(r) — U, (z) + log 1° (14), 
r r f LI - 
log p, (2) =U, (r) —U,(z)-+ log 6°: (15). 
> 
Die Gl. (12) ergibt für m=— 1.0,1,2,3,....n 


Gleichungen, die addiert zu der Relation: 


Unts (2) 
L- 2) a 
log et: "PılX)-Pa(2)- Par)... Pnt2(T) | (16) 
(5) 
führen, oder — nach (16) —: 
- IA(n-+2) Ja+s (8)] 
Un+. (2) =log (@ +3 ° (8) (17). 
9 | 


Die Tafel für »2, (2), 9. (2), 1/29, (x), 1/6 p, (x) 
wurde mittels (2) auf 6 Dezimalstellen berechnet. 


Bakar, Jugoslawien. Eduard Brixy. 189 


Ein wereinfachtes interpolationsver- 
fahren. Wenn eine Funktionstafel, deren Argu- 
ment in gleichgroßen Intervallen wächst, auf Zehntel 
oderZwanzigstel dieses Intervallsinterpoliert werden 
soll — es seien hier Zwanzigstel vorausgesetzt, ob- 
wohl sich das anzugebende Verfahren auch auf 
zehn Teile oder ein Vielfaches davon übertragen 
läßt —, dann ist diese Aufgabe leicht zu lösen, 
soweit lineare Interpolation gestattet ist. Denn 
diese läßt sich bequem mit einer Rechen- (Additions-) 
maschine ausführen: man stellt ein Zwanzigstel der 
ersten Differenz als festen Summanden ein und 
addiert ihn zwanzigmal zum Ausgangswert, bis der 
nächste Funktionswert in der gegebenen Tafel 
erreicht ist. Soll der durch die lineare Interpolation 
begangene Fehler nicht größer sein als eine halbe 
Einheit der letzten Funktionsstelle (in diesen Ein- 
heiten sind alle folgenden Angaben zu verstehen), 
so darf die zweite Differenz höchtens 4 sein. Über- 
steigt ihr Betrag jedoch 4 Einheiten, so muß sie 
berücksichtigt werden und macht die zeitraubende 
Verwendung von Hilfstafeln nötig. In solchen Fällen 
aber, wo die zweite Differenz nicht allzu groß wird 
und höhere Differenzen nicht in Betracht kommen 
(4°S62), kann man das nachstehende Verfahren 
anwenden, welches die Verwendung von Rechen- 
maschinen und damit eine Zeitersparnis gestattet. 

Im Grunde handelt es sich darum, die Interpola- 
tionsparabel — es sei hier die Besselsche Formel 
zugrunde gelegt: 


r=y,tr4+ ; z(<—D) mi s 2’ + 42" 


(vgl. nachstehendes Schema) 
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durch einen fünfteiligen Streckenzug zu ersetzen. 
Das ursprüngliche Intervall wird also in fünf Teile 
geteilt, und in jedem dieser Teile wird linear inter- 
-poliert. Die theoretisch günstigste Lösung (den 
kleinsten Maximalfehler des Streckenzuges gegen- 
über der Parabel) erhält man, wenn die Knick- 
punkte 2, 27, 5 =1—- 2, =1—z, des 
Streckenzuges und die Steigungsunterschiede — m, 

n, 0, +n, —+m der Teilstrecken gegen die 
Sehne des Gesamtintervalls so gewählt werden, daß 
jede Teilstrecke die Parabel zweimal schneidet (die 
äußersten Strecken davon einmal bei r=0 und 
21) und die größten Abweichungen zwischen 
Streckenzug und Parabel alle den gleichen Betrag 


haben. Das führt zu der Wahl 
7+3y2 
Tı 6? 
0.182 = 1/5 + 1/1 + 1/1 + (1/16 +1/2 +) 
233+Yy2 
a 62 
0.394 1/72 +1/1+111+1/5 + (1/1 +1/4 +)... 
n 8—y2 
s 62 


—=0.16= 1/9 + (1/2 +)..., m=2n. 


Die größten werden dann + s 
3 —8y2 
15376 

als eine halbe Einheit. 

Praktisch muß man diese Konstanten passend 
abrunden, wodurch der Fehler sich wieder ver- 
größert. Die einfachsten zugleich zur 20-Teilung 
passenden Abrundungen sind 


Abweichungen 


, bleiben also für alle s < 354 geringer 


SR. EL SMS, n E 
N 5 20° RT 10° 


Die Ecken des so entstehenden Streckenzuges liegen 
auf der Parabel, der Streckenzug ist zum Sehnen- 
zug geworden. Die größte Abweichung der Parabel 


2 EHE s 
von der Sehne, die im-ganzen Intervall 16 war, 
) 
2 Pr EEE 
beträgt jetzt nur noch den 5?-ten Teil 200 ,°° daß 


der Fehler für s 200 eine halbe Einheit nicht 
überschreitet. 


Im Resultatwerk der Maschine steht zu Beginn 
der Ausgangswert %,. Man berechnet im Kopf 


von 4!, also den bei linearer Interpolation 


1 
20 
anzuwendenden Summanden. Diesen vermindert man 

m Ss ; ; > ü 
nun um 55 = 1565; wozu man nur im Kopf die 
Summe s zu bilden braucht (Vorzeichen mitbeachten!). 
Den so veränderten Summanden stellt man an der 


Maschine ein und addiert ihn viermal, bis der 


“ 4 ante j ° 
Zwischenpunkt 0 erreicht ist. Jetzt wird der Sum- 


mand so verändert. daß er sich von dem linearen 


j 1 £ 
Mittelwert „, nur mehr um unterscheidet: 


er 
20 20 200 
es wird also die Hälfte der vorher abgezogenen 


Korrekturgröße 100 wieder hinzugefügt. Der neue 
Summand wird viermal addiert. bis der Zwischen- 


punkt 3, erreicht ist, dann wieder um en vergrößert, 
usf.. bis der Endpunkt z= 1 und damit der vorher- 
berechnete Funktionswert %, erreicht ist. 

Das Verfahren unterscheidet sich von der linearen 
Interpolation also nur dadurch. daß jeweils nach 


vier Additionen der Summand um vergrößert 


Ss 
200 
wird. Diese Berichtigung läßt sich dann besonders 
bequem ausführen, wenn die Änderungsgröße ein- 
stellig ist; da s den Wert 200 nicht übersteigen darf, 


so braucht man dazu s nur um eine Stelle abzu- 
s Pr 
runden, für s—=148 also den Bruch >50” 0.74 


Man wird schon vorher s= 148 


lt! ab- 


in 0.7 zu ändern. 


” 1 
auf 150 aufrunden, so daß als anfangs von 30 


zuziehende Korrekturgröße 1.5 Einheiten genommen 
werden; hiervon fügt man dann schrittweise immer 
wieder die Hälfte hinzu. Führt man diesen Ab- 
rundungsgedanken weiter durch, so wird man im 
Falle solch einer ungeraden Korrekturgröße bei 
50 auch nicht genau die Hälfte, d.h. 0.75 Einheiten 


hinzunehmen, sondern etwa 0.8 Einheiten. die 


zum Aus- 
20 


eleich die ..kleinere Hälfte“ 0.7 dazufügen. Aus 
> 


„größere Hälfte“; und wird dafür bei 


Symmetriegründen muß man dann bei 50 wieder 


die kleinere und bei = die größere Hälfte ver- 
wenden. 

So wird das Verfahren besonders vorteilhaft und 
führt zu einer Zeitersparnis von 20 bis 30 vH. 
gegenüber der Benutzung von Tafeln. Leider zeigt 
sich, daß der durch diese Abrundungen begangene 
Fehler zusammen mit dem Fehler der Methode 


<. 100 eine halbe Einheit übersteigen 
kann. Z. B. hat. wenn wir ,=%,=0 wählen. 
für s 124 die Parabel bei z=0.5 die Ordinate 

-7.75, der Streckenzug dagegen — 7.20. Es scheint, 
als ließen sich die Abrundung der Korrekturgrößen, 


schon für 


der Anwendungsbereich der Methode bis = — 100 


und die Einhaltung eines Maximalfehlers von einer 
halben Einheit nicht vereinigen. 

Eine nähere Fehleruntersuchung, die leicht zu 
ergänzen ist und darum hier nicht wiedergegeben 
sei, ergibt indessen, dab sozusagen zufällig — 
diese Möglichkeit dennoch besteht: nämlich dann, 
wenn man die Abrundung nicht wie gewohnt, sondern 
nach einer besonderen Vorschrift ausführt. Das 
hat sogar zur Folge, daß der Geltungsbereich des 


ü a BI 2 
Verfahrens noch bis — wird. 


D) 


Die Gebrauchsanweisung lautet dann: %, in das 
1 


104 ausgedehnt 


Resultatwerk bringen. Ins Einstellwerk ” (ohne ab- 


zurunden) eintasten. s im Kopf berechnen; aus 
der nachstehenden Tafel dazu die Korrektur- 
größen k und m,. Mg. Mjs, M,s entnehmen, die das 
Vorzeichen von s erhalten. Den im Einstellwerk 
befindlichen Summanden um X (Vorzeichen!) ver- 
mindern. Der entstandene Summand wird viermal 
addiert, darauf um m, vermehrt, so verändert 


wieder viermal addiert, um »n, vermehrt: viermal 
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addieren, 2,» (= m,) hinzufügen, viermal addieren, , rn o 

“5 . . . )er ılwer Ss NS « a s i nm 33: 
m (=m,) hinzufügen, noch viermal addieren. Der Mittelwert des Summanden ist EN) 10.635 
ie erhaltenen Zwischensummen im Resultatwerk und wird zu Beeinn um k=— 0.11 vermindert. 








sind, auf ganze Einheiten gerundet. die einzu- 
schaltenden Furktionswerte. 
Tafel der Korrekturgrößen 
$ k mM, Mies m. =, 

Er 4 0.1 0.1 0.0 

 :_ 0.1 0,0 0.1 
A: 0.2 0.1 0.1 
21 24 03 0.2 0.1 
25 3 0.3 01 0.2 
32 0 0.4 0.2 0.2 
11 14 0.5 0.3 0.2 
45 51 0.5 0,2 0.3 
52 60 0.6 0.3 0.3 
Me 0,7 0.4 03 
0; 0.7 0.3 0.4 
TE: 0,8 0.4 0.4 
>, 0.9 0.5 0.4 
35... 9 09 0.4 0.5 
92 ,.. 10 1.0 0.5 0.5 
101... 2M 3 0.6 0.5 
20,388 1.1 0.5 0.6 
12 ::: 30 1.2 0.6 0.6 
tn : 1.3 07 0.6 
125 ... 181 1.3 0.6 0.7 
132 ... 140 1.4 0.7 0.7 
141 ....144 1.5 0.8 0.7 
145... 381 1.5 0.7 0.8 
152. ... 160 1.6 0.8 0.8 
161 ... 164 Ri 0.9 0.8 
05, ...171 1.7 0.8 0.0 
12 ... 180 1.8 0.9 0.9 
181 ... 184 1.9 1.0 0,9 
185. ... 191 1.9 0.9 1.0 
192 ... 200 2.0 1.0 1.0 
201 . 204 2.1 1.1 10 
206 .:. 308 2.1 1.0 1.1 


Diese Tafel kann man sich nach folgenden Regeln 
auswendig merken: Wenn s ein voller Zehner ist, 
so ist ein Hundertstel davon die Korrekturgröße X. 
Wenn s kein voller Zelıner ist. so wird es auf den 
nächstgrößeren Zehner aufgerundet:nur wenn seinen 
ungeraden Zehner um eine Einheit übertrifft. wird 
es auf ihn abgerundet. Ein Hundertstel des so 
zefundenen Zehners ist A Weun 10 Ak eine ge- 
rade Zalıl ist. so sind m, (= m,,) und m, (= m,») 
die Hälfte von k. Wenn 10 k ungerade ist, so ist 
m, die kleinere und m, die größere Hälfte von k: 
umgekehrt dann, wenn s einen geraden Zehner um 
1 bis 4 Einheiten übertrifft. 

Ein Beispiel mag diese Anweisung verdeutlichen. 
Es sei vorgelegt 


Yy — 210.5 
Kern r—_+2175 |, 

Ei 7 2’ _ S 

Yo p 2 ! = + 212.7 n ' B 

2 = —- ZW.I = - ul. 

er . A"—=+ 207.0 

Y% =+ 4261 

dann ist s 10.5, beträgt also 105 Einheiten 


der letzten Stelle; das Verfahren ist somit anwend- 
bar. Es wird k - 0,11, m, = — 0.05, my 0.06. 


so daß daraus —- 10.745 wird. Nach viermaliger 
Addition zum Ausgangswert wird m, hinzugefügt, 
der Summand ändert sich dadurch in — 10.695: 
usw. Nacheinander hat der Summand also für 
jeweils vier Additionen folgende Werte: 


(0) + 10.745 (4) + 10.695 (8) + 10.635 
(12) + 10.575 (16) + 10.525 (20). 
” * . . . S .. . 
Wenn die zweite Differenz ; zwar 4 Einheiten 
übersteigt, aber doch noch erheblich unter der 


hier zulässigen Grenze 104 bleibt, so braucht man 
den Summanden nicht schon nach vier Schritten 


zu ändern; es genügt an Stelle der Parabel ein 
zweiteiliger Streckenzug, dessen Knickpunkt in der 
Mitte bei r=0.5 liegt. Die Neigungen der beiden 
Teilstrecken unterscheiden sich von ihrem Mittel- 
wert 4! um £ m, wo der theoretisch günstigste 
Wert für m durch die Bedingung 


m 2 —y?2 
s 4 


ereben ist: 


1/6 + (1/1 + 1/44) 


dann wäre noch bis s=46 der 


i 1 
größte Fehler kleiner als, Rundet man m ab 


auf — . so darf s höchstens noch 43 werden. Wenn 
‘ 

man »n noch weiter auf die nächstgelegene ein 

stellige Zahl abrundet (hier lohnt sich nicht, die 

Abrundung anders zu versuchen), dann bleibt der 

noch für alle s)sS 37, d. h. 


Fehler < nur 


s 


= 1 19, 


Für dies Verfahren lautet die Gebrauchsanwei- 
sung also: Den Anfangswert %, in das Resultatwerk 
bringen. s im Kopf berechnen, durch 7 teilen und 
auf die nächstgelegene ganze Zahl abrunden. Diese 
einstellige Korrekturgröße k wird von 4! abge- 
zogen (Vorzeichen beachten) und der Rest, dureh 
20 zeeteilt (nieht abrunden). als Summand in das 
Einstellwerk genommen. Nach 10 Additionen wird 


der Summand um vergrößert und so noch zehn- 


k 
10 
mal addiert. Die Zwischensummen sind auf ganze 
Einheiten der letzten Stelle abzurunden. 

Bei diesen beiden Streckenzugmethoden. der fünf- 
und der zweiteiligen. kommt — ebenso wie bei der 
linearen Interpolation in den Fällen = E) 
zu dem theoretischen Fehler von höchstens einer 
halben Einheit noch der ebenso große Abrundungs- 
fehler der von der Maschine gelieferten Zwischen 
summe auf die nächste ganze Einheit. so daß der 
Gesamtfehler im ungünstigsten Fall bis zu einer 
vollen Einheit ansteigen kann. 

Göttingen. U. T. Bödewadt. 222 


Zur Beanspruchung dünner rechteckiger 
Platten durch Druck senkrecht zu ihrer 


bene. 
Aus dem Flugtechnischen Institut der Technischen 
Hochschule Berlin. 


Prof. Dr.-Ing. Herpert Wagner. 
Die Beanspruchung dünner rechteckiger Platten 
von verschwindender Biegesteifigkeit durch Druck 
senkrecht zu ihrer Ebene ist bisher von Föppl') 


und Hencky ?) untersucht worden. Hencky gibt 
1, A.u. L. Föppl: Draug und Zwang, München und 
Berlin 1924. Bd. ], 8 37. 
2) H. Heneky: Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921), 
S. 81 bis 84 und S. 423 bis 424. 
»,#® 
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Bild 3. Durchbiegung f und Zugspannung 
oy bzw. °; in Plattenmitte, in Abhängigkeit 


von 4, 
8% R% 
x u p-b x Mer b\2 
=Kıb Er, %i* Ky.z| p E(.) 
i— : Seitenverhältnis der Platte 
> 


p = gleichmäßige Druckbelastung (kg/em?) 
’ — Elastizitätsnodul (kg em?) 
s = Plattendicke (em). 








Schmitt im Dion 


mmol Pun7 
TOOIICHIRUL 


04 


zur Berechnung ein Iterationsverfahren an, be- 
schränkt sich in der numerischen Durchführung je- 
doch auf das Quadrat, das infolge seiner Symmetrie- 
eigenschaften erheblich einfacher zu behandeln ist 
als ein beliebiges Rechteck. Föppl macht für die 
Verschiebungskomponenten £&, n, & der Platten- 
mittelfläche einen einfachen trigonometrischen 
Nährungsansatz und beschränkt sich numerisch 
ebenfalls auf die quadratische Platte. Rechteckige 
Platten sind bisher, abgesehen vom Grenzfall des 
unendlich langen Streifens ®), noch nicht behandelt. 
Um ein Bild von der Abhängigkeit der Be- 
anspruchung vom Seitenverhältnis A der Platte zu 
erhalten, wurden im Flugtechnischen Institut der 
Techn. Hochschule Berlin einige Rechnungen durch- 
geführt. Dabei wurde das Föpplsche Verfahren 
verwendet: der Ansatz war durch Hinzunahme von 
weiteren trieonometrischen Funktionen verfeinert. 
Ursprünglich war geplant, bei verschiedenen Seiten- 
verhältnissen folgenden Ansatz für die Verschie- 
bungskomponenten durchzurechnen: 


E=a, C08UC03 0 —+ a, 608 3u cos © 
+ a, cos uc0os3v—+ a, cos3ucosdv. 
n = b, sin 2u cos v + b, sin 4u eos v 
+ b, sin 2ucos30 + b,sinducos3dv, 
= ec, 608 u sin 20 + C, cos u sin 4 
+ c, cos3usin20-+ c, cosdusin4v, 
wobei 
(s. Bild 1) 


(£ = Verschiebung senkrecht zur Plattenebene. 
und £ in v- bzw. z-Richtung). 


3) Siehe z. Be Föppl: Vorlesungen über technische 
Mechanik, Leipzig und Berlin 1922, Bd. V, $ 24. 








Bild 2 (links). 
Bereehnete Plattendurehbiegung =. 





Der Ansatz wurde zunächst, um seine Genauig- 
keit zu prüfen, für das Quadrat (A—1) durch- 
gerechnet. Für die Konstanten ergaben sich die 
in der Zahlentafel unter A — 1 angeführten Werte. 
in Bild 2 ist die Durchbiegung & der quadratischen 
Platte nach unserer Rechnung und nach Hencky 


Zahlentafel 1. 








Ansatz 1 5 3 4 
7 1 1,5 1,5 2,5 
a, 0,81524 0,7538 0,75352 0,59140 
&, 0.06126 — 0,1022 0.09669 0,12917 
a, 0,06126 0,0364 Bu _ 

a=Q, 

a, 0,01602 — — .- 
B, 0,12897 0,1239 0,12421 0,07238 


B, |— 0,02287 0,0358 0,03361 0,02839 
B, 0,00730 0,0181 — 


ß, 0,000416 a 
Yı 0,12897 0.1069 0,08291 0.05340 
n=B, 
Ya — 0,02287 | — 0,01317 r —_ 
Ya = Br 
Y 0.00730 0.000349 0.001999 — 0,00853 
Y3 Ps 
Y% 0,0004 16 
db 
I pa? b? p’ab 
d; = | Es “ti, bj —y. / E? 5? Bi; 
. 2 
ab 
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aufgezeichnet: die Übereinstimmung ist. abgesehen 
vom Gebiet in der Nähe der Ecken, befriedigend. 
Es ergab sich jedoch. daß die Rechenarbeit schon 
beim Quadrat, bei dem sich wegen der Symmetrie 
die Zahl der Konstanten auf 7 reduziert. sehr um 
langreich war: es mußten 7 Gleichungen mit 7 Un 
bekannten, die zum Teil 3. Grades waren. aufgelöst 
werden. Bei den .12 Konstanten des Rechteeks 
steigt die Arbeit noch erheblich an. Da dieser Auf- 
wand zu eroß erschien, wurde auf die Durch 
rechnung des obigen Ansatzes verzichtet und ver 
einfachte Ansätze für zwei verschiedene Rechteck 
formen zerechnet. Die Ansätze sowie die Ergeb 
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Zahlentafel 1. Die Rech 
Kurve (‚er maxi 
und der Beanspruchung in 
Plattenmitte in Abhängiekeit vom Seitenverhältnis 
zu entwerfen (s. Bild 3)*). Andere ebenfalls inter 
Größen, wie die Beanspruchung am 
Plattenrand, Beanspruchung der Randeinspannung 
usw., ließen sieh aus den Rechnungen nicht mit 
senügender Genauigkeit ermitteln. 


nisse ersieht man aus der 
nungen reichten aus. um 
malen Durchbierung 


eine 


essierende 


Berlin. Reinhard Müller. 1% 


iu 
4) Die Kurven gelten für eine Poissonsche Zahl m 


BUCHBESPRECHUNGEN 


EUGEN DIESEL, Das Phänomen der 
Technik, Zeugnisse, Deutung und 


Wirklichkeit. 2. Aufl. 2359 S. m. 35 Bildtafeln. 
Berlin 1940, VDI-Verlag, G.m.b.H., und Leipzig. 
Verlag Philipp Reclam jun. Preis geb. 7,50 M. 
Das Buch will „weiteren Kreisen dazu verhelfen. 
sich ein Bild darüber zu machen, was die Technik 
ist und was sie nicht ist, aus welchen Antrieben 
und Notwendigkeiten sie hervorgegangen ist, und 
welchen (meist allzutief erklügelten) Gründen sie 
ihr Dasein nicht verdankt“. Die Eigenart und 
der Reiz des Buches liegen vor allem darin, daß 


Verf. nieht nur eine Fülle fesselnder Gedanken 
über die mit der Technik zusammenhängenden 


Fragen vor dem Leser entwickelt, sondern daß er 
(die großen Persönlichkeiten, die für die Entwick- 


lung der Technik von entscheidender Bedeutung 
gewesen sind, selbst zu Worte kommen läßt und 


auf diese Weise ebenso wie durch historische Ex 


kurse und charakteristische Anekdoten aus «em 
Leben und Schaffen jener Männer technische Pro- 
bleme dem Leser näherbringt und anschaulicher 


macht als das durch einen einfachen Bericht hätte 
geschehen können. Um von der ungemeinen Fülle 
des in dem Werke behandelten Stoffes eine Vor- 
stellung zu vermitteln, seien einige der darin er- 
örterten Fragen hier angegeben: Das Wesen der 
technischen Hilfsmittel — Zusammenhänge zwischen 
Technik und Wissenschaft Die mögliche Be- 
einflussung der Technik durch das Christentum - 
Technikgeschichtliche Wendepunkte Die Idee 
des Fortschritts Die technischen Begabungen 
der verschiedenen Rassen und Völker Wesen 
und Charakter des technischen Menschen Sitt- 
liche Mächte als Beweggründe für das technische 
Werk 


usw. In dem letzten Abschnitt seines 
Werkes (.Das Pendel des Urteils über die Tech- 
nik“) versucht Verf., ebenfalls mit Hilfe der Aus- 


sprüche großer Techniker, zu Werturteilen über die 
Technik zu gelangen: doch werden die Probleme 


hier nur angeschnitten. ohne daß sie eine er- 
schöpfende Behandlung fänden. Namentlich die 


schweren sozialen und kulturellen Schädigungen, 
die die schnelle und hohe Entwicklung der Technik 
im Gefolge gehabt hat (Proletarisierung der Massen, 
Arbeitslosigkeit, Kriegstechnik usw.) werden kaum 
gestreift. Doch lag eine gründlichere Behandlung 
dieser Schattenseiten der technischen Entwicklung 


wohl auch nicht im Rahmen des Buches, das in 
erster Linie dem Nichttechniker technisches Den- 


ken und Schaffen zum Verständnis bringen wollte. 
eine Aufgabe, deren Lösung dem Verf. hervorragend 
gelungen ist. 


Berlin. E. Mosceh. %1 


Associazione Italiana di Aerotec- 
nica,. Il V’Convegnolnterprovinciale 
DiAeroteenica, Neapel, 19. bis 22. Mai 1938. 
166 S. Rom 1939, Istituto Poligrafico Dello Stato. 


Die hier gesammelten Vorträge. welche im Mai 
1938 bei einer Zusammenkunft der italienischen 
Luftfahrtforscher in Neapel gehalten wurden, haben 


ihre Themen aus dem ganzen weiten Bereich der 
Luftfahrtforschung entnommen. Da finden sich 
neben Problemen der Aerodynamik (z. B. Wider 


stand eines Flügelprofils in der Nähe der 
Schallgeschwindiekeit.  Luftschraubenuntersuchun 
een) mancherlei Fragen des Flugzeug- und Mo 
torenbaus sowie der Navigation abgehandelt, so 
daß jedem an der Luftfahrtforschung Interessierten 
etwas zeeboten wird. . 
Dresden. W. Tollmien. 217 
Dr.-Ing. JOACHIM WIEGAND, 
von Dampfstrahlverdichtern und ihı 
Verhalten bei wechselnden Betriebs 
bedingungen. (VDI-Forschungsheft 401, Bei 
lage zu „Forschung auf dem Gebiete des In- 
senieurwesens“ Ausg. B. Bd. 11 März/April 1940. 
24 S, m. 31 Bildern u. 7 Zahlentafeln. Berlin 1940, 
VDI-Verlag. G.m.b.H. Preis brosch. 5 M. 


Die Vorgänge in Strahlverdichtern haben in ılen 
letzten Jahren starke Beachtung gefunden, und es 
sind eine Reihe von umfangreichen Arbeiten auf 
(diesem Gebiet erschienen. In dem obengenannten 
Forschungsheft liegt eine umfassende versuchs 
technische Arbeit vor. deren Ereebnisse von eroßer 
Bedeutung sind für alle, die mit Strahlapparaten 
zu tun haben. Es wurden drei große Versuchs 
reihen gefahren: 


Bemessung 


1. Untersuchung der Strömungsvorgänge in der 
Mischdüse und im Diffusor eines Strahlapparates. 

Die Untersuchungen wurden mit Hilfe von einer 
erößeren Zahl von Druckbohrungen an den ge 
nannten Teilen des Strahlers durchgeführt. 

2. Versuche über den Einfluß der Mischraum 
abmessungen auf die Wirkungsweise des Strahlers 
und Bestimmung der günstigsten Abmessungen 
des Mischraums. 

Diese Versuche haben deswegen besonderen 
Wert. weil hier im Rahmen des Möglichen die Ab 
messungen des Mischraums planmäßig verändert 
wurden. 

3. Versuche über das Betriebsverhalten von 
Strahlern unter verschiedenen Betriebsbedingungen. 

Die in der zweiten Versuchsreihe gewonnenen 
eünstigsten Mischraumabmessungen wurden hier 
zugrunde gelegt. 

Die Ergebnisse der Arbeit sind so vielseitig, dab 
es zwecklos ist. an dieser Stelle einzelne davon zu 
nennen. Es muß als ein Vorteil der Arbeit ange 
sehen werden. daß der Verfasser sich fast gar 
nieht auf Annahmen gestützt hat, die er nicht ver- 
suchstechnisch belegen konnte. Aus diesem 
Grunde ist das Gewicht der Ergebnisse gerade für 
den praktischen Ingenieur besonders groß. 


Augsburg. E. Sörensen. 207 
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Dr.-Ing.. Dr. techn. E. RAUSCH, ao. Prof. a. d. Professor Dipl.-Ing. RUDOLF VOGDT, Formel- 
Teehn. Hochschule Berlin. Maschinenfunda- sammlung zur Technischen Mechanik 
mente und andere dynamische Bau- Statik und Dynamik des Maschinen- 
aufeaben, 2. Teil: Ausführungsbei- baus). II. verb. Aufl. VIIT+65 S. m. 132 Abb. 
spiele für Block- oder Kastenfunda- Leipzig 1939, Dr. Max Jänecke, Verlagsbuchhand- 


mente bei hin- und hergehenden oder 
umlaufenden periodischen Kräften 
nebst Ereänzung zum 1. Teil des 
3uches. VI+38S. Berlin 1940, Vertrieb VDI- 
Verlag G.m.b.H. Preis brosch. 25 M. 


Das Buch ist die Fortsetzung eines Werkes, 
dessen 1. Teil im Jahre 1936 erschienen ist und 
neben allgemeinen Gesichtspunkten im wesent- 


lichen die mechanischen Grundlagen der Schwin- 


eungsberechnung behandelt. Der 2. Teil bringt 
zunächst eine kurze Erweiterung dieser theore- 


tischen Betrachtungen und einige Tabellen zur 
Durchführung der Rechnung, im übrigen ihre An- 
wendung auf zahlreiche ausgeführte Fundamente 
für hin- und hergehende oder umlaufende Massen 
mit niedrigen, mittleren oder hohen Drehzahlen in 
Verbindung mit einem elastischen Zwischenmittel 
zur Beherrschung des Schwingungszustandes. Die 
Bedeutung des Buches liegt in der Verwertung der 
theoretischen Erkenntnis bei diesen technischen 
Problemen und ihrer ausführlichen Erläuterung 
und Dureharbeitung für den werktätigen Ingenieur. 
Dieser erhält einen ausgezeichneten Einblick in 
(die dynamischen Voraussetzungen und in die bau- 
technische Durchbildung der Fundamente für Dampf- 
und Dieselmaschinen. für Kompressoren, Lufthän- 
mer und Brecheranlagen. Das Buch ist klar ge- 
schrieben und wird allen Ingenieuren, die sich mit 
dem Bau von Maschinenfundamenten beschäftiren. 
ein guter Wegweiser sein. 


Dresien. K. Beyer. 214 
Dr.-Ing. RICHARD GULDAN, Dozent an der 


Deutschen Teehn. Hochschule Prag, Rahmen- 
tragwerke und Durehlaufträger Xl+ 
271 S. m. 307 Textabb. u. 54 Tafeln. Wien 1940, 
Verlag Julius Springer. Preis geb. 37.80 M. 

Das Buch enthält die Berechnung der Schnitt- 
kräfte hochgradig statisch unbestimmter Stabwerke 
aus den geometrisch unbestimmten Knoten- unil 
Stabdrehwinkeln des Verschiebungszustandes nach 
bekannten Ansätzen. Dabei werden die Anschluß- 
momente der einzelnen Stäbe als Funktion der Be- 
lastung und der xeometrisch unbestimmten Kompo- 
nenten des Verschiebungszustandes auch für ver- 
änderliches Trägheitsmoment im Bereich der ein- 
zelnen Stähe angeschrieben. Maßgebend sind die 
im Eisenbetonbau üblichen Stabformen. Zur Be- 
reehnune der Knotendrehwinkel und der bei Ver 
nachlässirung der Stablängenänderung geometrisch 


unbestimmten Stabdrehwinkel dienen die Bedin- 
sunzen für das Gleichgewicht der Anschlub- 


momente an den freien Knoten und der äußeren 
Kräfte an geeigneten Abschnitten des Tragwerks. 
Zahlreiche Zahlenbeispiele zeigen die Durchführung 
der Lösung. Rahmentragwerke mit Stäben. die an 
einem Ende zelenkig am Knoten angeschlossen 
sind, sind nieht untersucht worden. Der durch- 
laufende Balkenträger wird unabhängig von diesen 
Betrachtungen mit der üblichen Bedingung für die 
Verträglichkeit der Formänderung einfacher Balken- 
träger über den Stützen untersucht. Auch hierfür 
sind mehrere Beispiele unter Berücksichtigung der 
Veränderlichkeit des Trägheitsmomentes durch- 
zerechnet. Dies geschieht in Verbindung mit zahl- 
reichen Tabellen, die der Verfasser für diesen 
Zweck vorbereitet und am Ende des Buches zu- 
sammengefaßt hat. Diese werden namentlich von 
den im Eisenbetonbau tätigen Ingenieuren mit 


Nutzen verwendet und dankbar begrüßt werden. 
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Dresden. 


lung. Preis brosch. 0.0 M. 

Eine Zusammenstellung von Formeln aus dem 
Gesamtgebiet der Teehnischen Mechanik, vermut- 
lich für den Gebrauch an Höheren Technischen 
Lehranstalten bestimmt und geeignet. Im Leser- 
kreis der ZAMM dürfte für dieses Heft kaum Inter- 
esse bestehen. 
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HEINRICH DÖRRIE, Grundrißder Physik 
mitbesonderer Berücksichtigung der 
Anwendungen. XIIT+8368S. m. 456Fig. Bres- 
lau 1940, Verlag Ferdinand Hirt. Preis zeb, 20 M. 


„Das 3uch versucht, „eine Einführung in die 
Physik zu geben, die den Forderungen der großen 
Teilgebiete: Theoretische Physik, Experimental- 
physik und Angewandte Physik annähernd eleich- 
mäßig gerecht wird“. Auf ein einleitendes Kapitel. 
das die Vektorrechnung bis zur vektoriellen Multi- 
plikation bringt, folgt die Behandlung der physi 
kalischen Gebiete in der üblichen Anordnung. Die 
beiden letzten Abschnitte sind dann noch der rela 
tivistischen Mechanik (bis zum Zusammenhang 
zwischen Energie und Masse) und der Atomphysik 
Bohrsches Atommodell, Materiewellen. Positronen 
und Neutronen) gewidmet. Es ist also der ganze 
Stoff der Physik behandelt, und zwar, da Verf. für 
einen größeren Leserkreis schreiben will. ohne daß 
mehr Mathematik vorausgesetzt wird als etwa auf 
einer höheren Lehranstalt gebracht wird. Die 
Darstellung ist einfach und anschaulich. Manch- 
mal sind freilich elementare Dinge mit einer Breite 
behandelt. als ob das Buch für den physikalischen 
Anfangsunterricht bestimmt wäre, während dann 
wieder bei schwierigen Stoffen die Darstellung so 
knapp wird, daß es fraglich erscheint, ob ein in 
solchen Betrachtungen weniger g„eübter Leser zu 
vollem Verständnis gelangt. Um ein Beispiel da- 
für zu geben: Es wäre wohl ratsamer gewesen. 
wenn Elektrophor und Reibungselektrisiermaschine. 
leren Besprechung über zwei Seiten in Anspruch 
nimmt (trotzdem man auf ihre Behandlung heute 
wohl auch im Elementarunterricht kaum noch be- 
sonderen Wert legt), in wenigen Zeilen abgetan 
worden wären und dafür etwa der 2. und 3. Haupt- 
satz der Wärmetheorie oder der Comptoneffekt 
oder ähnliche dem Nichtphysiker erhebliche Denk- 
schwierigekeiten bietende Stoffe eingehendere Be- 
handlung erfahren hätten. Einige Kleinigkeiten: 
Neben Pierre Curie hätte doch wohl auch seine 
Frau Marie, die zweimalige Nobelpreisträgerin, eine 
Erwähnung verdient. — Die Angaben über die Ent- 
deekung und Entwicklung der Quantenhypothese 
sind zum mindesten nicht ganz klar. „Experi- 
mentum erueis“ bedeutet nicht, wie es in einer Än- 
merkung heißt. ..Experiment der gekreuzten Pris- 
men“: jener Ausdruck für einen die Entscheidung 
zwischen verschiedenen Möglichkeiten herbei- 
führenden Versuch stammt vielmehr schon von Baco 
von Verulam (im „Novum Organon“). Ein beson- 
derer Vorzug des Buches liegt in der ausführlichen 
Besprechung wichtiger technischer Anwendungen 
der Physik, wie der Elektrotechnik (wobei auch 
besonders die sehr guten und klaren Ausführungen 
über das Ohmsche Gesetz erwähnt seien), des 
Flugzeuges, der Vakuumröhre nebst ihren Anwen- 
dungen usw. 
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N. W. MCLACHLAN, Complex Variable ver 1939. Verlag Carl Meyer (Gustav Prior), Preis 

$& Operational Caleulus with Tech- geb.3M. 

. En. I Applications. xI pr 35 S. Cambridge Dgl.. Ausgabe B, Minutenausgabe und natur- 

1939, Cambridge University Press. Preis geb. 25 Sh. wissenschaftliche Tabellen. 3. Aufl. 62 S. Hanno 
In diesem Buche wird die „Heavisidesche Opera ver 1939, Verlag Carl Meyer (Gustav Prior). Preis 


torenmethode“ in der Weise gelehrt, daß einem 
linearen Differentialgleichungsproblem durch eine 
einseitig unendliche) Laplacetransformation ein 
anderes, einfacheres Problem für die Laplacetransfor- 
mierte der gesuchten Funktion zugeordnet wird. Die 
Lösung dieses letzteren Problems wird sodann 
durch ein komplexes „Bromwich-Wagnerintegral“, 
das unter gewissen Voraussetzungen die Umkeh- 
rung der Laplacetransformation liefert, auf den 
ursprünglichen Funktionsbereich abgebildet. Daß 
der Verfasser an Stelle der Laplacetransformation 
eine etwas andere, von ihm Mellintransformation 
benannte verwendet, mag für manche Anwendungen 
eanz zweckmäßig sein, macht aber grundsätzlich 
keinen Unterschied. Dabei ist diese Mellintransfor- 
mierte ®(p) einer Originalfunktion f(f) durch 


0 
d(p)=p\e pt stydt 
or . 0 
(definiert. 
Das Buch ist für den Ingenieur bestimmt und 
wendet alle pädagogischen Künste, nicht zuletzt 
eine bildkräftige Sprache an, um den Leser zur Er- 


lernung der benötigten mathematischen Technik 
zu überreden. Im ersten Teil des Buches wird 


komplexe Funktionentheorie getrieben, um später 
die Auswertung der Bromwich-Wagnerschen Inte- 
grale zu ermöglichen. Im zweiten Teil wird die 
Operatorenrechnung nach dem geschilderten Plan 
aufgebaut. Dabei kommen aber auch die dem In- 
genieur liebgewordenen und praktisch wichtigen Ge- 
danken, die an den Begriff der Heavisideschen Ein- 
heitsfunktion anknüpfen, zum gebührenden Recht. 
Der dritte Teil bringt schließlich zahlreiche tech- 
nische Anwendungen aus Mechanik, Elektrotechnik, 
Wärmeleitungs- und Diffusionstheorie. Besonders 
wertvoll sind auch die Beispiele. deren Lösung der 
Ieser versuchen soll. 

Trotz der leicht eingängigen Darstellung ver- 
säumt es der Verfasser nicht, seine Leser zur kriti- 
schen Besonnenheit zu erziehen. Zahlreiche War- 
nungen im eigentlichen Buchtext weisen schon auf 
die beschränkte Gültigkeit wichtiger Sätze hin. 
etwa der komplexen Umkehrformel der Laplacetrans- 
formierten. Um den unvorbereiteten Leser nicht zu 
ermüden, sind allerdings viele Beweise mit den 
genauen Voraussetzungen in den ausgedehnten An- 
hang verwiesen, wo sich auch eine Tafel von 
Laplacetransformierten findet. 
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HEINRICH DÖRRIE, Determinanten. 2168. 
München und Berlin 1940, Verlag R. Oldenbourg. 
Preis geb. 11 M. 

Klare, leicht verständliche Darstellung der haupt- 
sächlicehen Begriffe und Sätze der Determinanten- 
theorie und der Theorie der linearen Gleichungen 
einschließlich der einfachsten Tatsachen über das 
Rechnen mit Matrizen. Mehr als die Hälft» des 
Buches ist Anwendungen auf alzebraische und gzeo- 
metrische Fragen verschiedenster Art gewidmet, 
die dem Lernenden einen Begriff von der Bedeutung 
des Determinantenkalküls vermitteln sollen. 

Dresden. Rellich. 208 

Professor WALTHER GREVE, Vierstellige 
logarithmische und trigonometri- 
sche Tafeln. Ausgabe A, Sekundenausgabe 
ohne Tabellen aus den Gebieten der Naturwissen- 
schaft. 7. Aufl. 102 S. u. Anhang 40 S. Hanno- 


geb. 1,60 M. 

Die vorliegenden Tafeln sind entsprechend den 
Unterrichtsanweisungen von i938 bearbeitet. Ihr 
verhältnismäßig kleines Format erlaubt nicht, die 
sämtlichen Logarithmen der natürlichen Zahlen von 
100 bis 999 auf einer Seite zu vereinigen. ein Vor- 
teil anderer vierstelliger Tafeln. Bei den trieono 
rietrischen Funktionen ist das bei den log sin- 
und log cos-Tafen bzw. den log tg- und log 


ctg-Tafeln schon deswegen nicht möglich, weil 
iner der Argumentschritt wechselt, um mög- 


lichst weitgehend lineare Interpolation zu er 
möglichen. Bei diesen Tafeln ist auf den ein- 


zelnen Seiten, der einer Einheit der letzten Stelle 
entsprechende Winkel vermerkt, eine Neuerung, die 
sehr zu begrüßen ist. Dem Bändchen sind zahl- 
reiche andere Tafeln und Tabellen beigegeben. 
Ferner sind zur Veranschaulichung Darstellungen 
des Verlaufes der Funktionen angefügt. die aller- 
dings nicht alle einwandfrei sind, z. B. haben in 
Ausgabe A, Seite 76/77, bei r—0 die Kurven 
Y= 2” eine Spitze, — r? keine horizontale Tar- 
gente. 

Die Tafeln erscheinen in zwei Ausgaben, wäh- 
rend in der Sekundenausgabe die Proportional 
täfelchen, soweit erforderlich, auf jeder Seite ab- 
gedruckt sind und so vielfach das Seitenbild be- 
stimmen, sind diese in der Minutenausgabe, die 
für Naturwissenschaftler bestimmt ist. auf einem 
lose beiliegenden Blatt vereinigt. Der Ausgabe A 
ist cin herausnehmbarer Anhang beigegeben, der 
unter anderem eine Formelsammlung enthält, die, 
wie Stichproben ergeben, leider durchaus nicht 
fehlerfrei ist. 
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Ferner sind bei der Schriftleitung folgende Bücheı 
eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vor- 
behalten): 


THEODOR VAHLEN, Abstrakte Geo- 
nietrie. (Deutsche Mathematik, Beihefte,. im Auf- 
trage der Deutschen Forschungsgemeinschaft her- 
ausgegeben von Theodor Vahlen. Zweites Beiheft. 
1940.) 2. neubearb. Aufl. X + 224 S. m. 92 Abb. 
Leipzig 1940, Verlag S. Hirzel. Preis kart. 8M. 


OTTO SCHAUB, Beiträge zurStrömungs 
lehre. 47 S. Biel (Schweiz) 1940, Selbstverlag 
6. Schaub-Scheurmann. Preis brosch. 3 fres. 


Dr. ROBERT HAUSSNER, o. ö. Prof. d. Math. a. 
d. Univ. Jena, Darstellende Geometrie, 
I. Teil, Elemente; Ebenflächige Gebilde. 
5. unveränderte Aufl. (Sammlung Göschen Bd. 142). 
207 S. m. 110 Fig. im Text. Berlin 1940. Verlag 
Walter de Gruyter & Co. Preis geb. 1.62 M. 


Prof. Dr. HERMANN SCHUBERT, Vierstel- 
lige Tafeln und Gegentafeln für log- 
arithmisches und trigonometrisches 


Rechnen in zwei Farben zusammen- 
eestellt. (Neue Ausgabe von Dr. Robert 


Haußner, o. ö. Prof. a. d. Univ. Jena.) Neue, 
verb. und verm. Aufl. (Sammlung Göschen Bd. 81). 
181 S. Berlin 1940, Verlag Walter de Gruyter & Co. 
Preis geb. 1.62 M. 


Dr. WALTHERLIETZMANN, Frühgeschichte 


der Geometrie auf germanischem 
Boden. 9 S. m. 91 Abh. Breslau 1940, Verlag 
Ferdinand Hirt. Preis geb. 3.50 M. 
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NACHRICHTEN 


Prof. Dr. O. v. Eberhard }. 


Am 17. Oktober 1940 verschied nach langem, 
schwerem Leiden der Prof. Dr.-Ing. e. h. Otto 
Ritter von Eberhard. Mit seinem Heimgange hat 
die ballistische Wissenschaft einen ihrer bekann- 
testen Vertreter verloren. Seine Asche soll später 
in seiner Geburtsstadt Frankfurt a. Main beigesetzt 
werden. 

Geboren wurde von Eberhard am 3. Februar 
1877. Seine militärische Laufbahn begann bei der 
österreichischen Artillerie. Im Jahre 1901 trat er 
in preußische Dienste über und wurde 1903 bis 
1906 zur Militärtechnischen Akademie nach Berlin 
kommandiert. Ein Unfall zwang ihn zur Aufgabe 
der militärischen Laufbahn und veranlaßte ihn, 
am 1. Januar 1907 in die Dienste der Fried. 
Krupp A.G. einzutreten, der er als Mitarbeiter bis 
zu seinem Tode angehörte. Sein Hauptarbeits- 
gebiet war die Ballistik. Schon in der Zeit vor 
dem Weltkriege wurde sein Name bekannt durch 
die deutsche Bearbeitung des Lehrbuches der 
Wahrscheinlichkeitsreehnung von Sabudski, eine 
Abhandlung über das Wesen der modernen Ziel- 
einrichtungen und die bei der Fried. Krunrp A.G. 
durchgeführten grundlegenden Versuche ..„er den 
Luftwiderstand gegen fliegende Geschosse, über 
die er in den artilleristischen Monatsheften be- 
richtete. 

Ein Versuch auf dem Kruppschen Schießplatz 
in Meppen zu Beginn des Weltkrieges, bei dem 
das Geschoß einer schweren Marine-Kanone nach 
den Vorausbereehnungen etwa 38 km weit fliegen 
sollte, während es jedoch 49 km Schußweite er- 
reichte, veranlaßte von Eberhard zur Unter- 
suchung der Ursachen. Er erkannte so die Mög- 
lichkeit, die Schußweiten auf die bis dahin für un- 
möglich gehaltenen Beträge von 50 bis 60 km zu 
steigern. Gekrönt wurden die von ihm gewonnenen 
neuen Erkenntnisse seinerzeit durch den Bau des 
bekannten Ferngeschützes, das während des Welt- 
krieges die Stadt Paris auf eine Entfernung von 
125 km,beschoß. Später führten die Ergebnisse 
seiner Untersuchungen zur Ausgestaltung der 
Verfahren für die richtige Berücksichtigung der 
Tageseinflüsse auf die Flugbahn. Die neuzeitlichen 
Rechengeräte zur Ausschaltung der Tageseintlüsse 
sind ohne die damals von v. Eberhard begonnenen 
erundlegenden Untersuchungen nicht denkbar. 

Nach dem unglücklichen Ausgang des Welt- 
krieges mußte er zunächst von der ihm lieb- 
zewordenen Wissenschaft Abschied nehmen. In 
der schweren Zeit des Niederganges widmete er 
seine Kraft der Umstellung der Fried. Krupp A.G. 
auf andere Erzeugnisse. 

Mit dem Aufstieg Deutschlands begann auch für 
v. Eberhard ein neuer Abschnitt regen Schaffens 
auf ballistischem Gebiet. Aber nicht nur die 
Außenballistik hat er durch sein Wirken maß- 
zebend gefördert, sondern auch andere Gebiete 
der Waffentechnik wurden durch neue, grund- 
legende Erkenntnisse von ihm bereichert. Den 
Lesern dieser Zeitschrift ist er unter anderem 
durch seine Arbeiten über die Benutzung der 
Fasella-Tafeln zur stufenweisen Flugbahnberech- 
nung und über das Fehlergesetz der Salvenaus- 
dehnung bekannt. Zusammenfassende Darstellun- 
een über die neuzeitliche Entwicklung der Schuß- 
waffen (zusammen mit ©. Cranz) und über die 
Entwicklung der Ballistik in den letzten 25 Jahren 
legen Zeugnis ab von seiner Fähigkeit, die Dinge 
auch für Fernerstehende außerordentlich klar, ver- 


ständlich und anschaulich zu «estalten. Er war 
einer der Hauptmitarbeiter an dem grundlegenden 
Werk der Ballistik, dem vierbändigen Cranzschen 
Lehrbuch, zu dem er namentlich im Ergänzungs- 
band zahlreiche eigene Abschnitte beisteuerte. 
Fast in jedem der großen physikalischen Hand- 
bücher der Neuzeit (Handbuch der physikalischen 
und technischen Mechanik; Handbuch der Experi- 
mentalphysik) finden wir von Eberhard durch die 
seinem Arbeitsgebiet angehörenden klaren, zu- 
sammenfassenden Abschnitte vertreten. Noch kurz 
vor seinem Tode gab er das Werk des verstor- 
benen Prof. Rausenberger über die Theorie der 
Rohrrücklaufgeschütze neu heraus und bereicherte 
es durch eigene Untersuchungen über die Berech- 
nung von Vorholfedern und über die Nachwirkung 
der Pulvergase. Zu der großen Zahl von Ver- 
öffentlichungen, die seine wissenschaftliche Le- 
bensarbeit ausmachen und die im einzelnen hier 
gar nieht alle aufzuzählen sind, kommen zahl- 
reiche. den verschiedenen Dienststellen der Wehr- 
macht zugegangene Vorschläge und Anregungen, 
deren öffentliche Erörterung an dieser Stelle aus 
hegreiflichen Gründen nicht möglich ist. 

Seine Verdienste sind wiederholt von berufenen 
Stellen gewürdigt worden. Im Jahre 1919 wurde 
er zum Professor ernannt und im Jahre 1928 ver- 
lieh ihm die Technische Hochschule Charlotten- 
burg die Würde eines Dr.-Ing. e. h. 

Trotz aller äußeren Anerkennungen, auf die er 
mit Recht stolz sein konnte, blieb v. Eberhard ein 
Mensch von großer Einfachheit und Bescheiden- 
heit. Gegen Mitarbeiter und Untergebene war er 
von gleicher, nie versagender Hilfsbereitschaft. 
Seine nächsten Mitarbeiter förderte er, wo es an- 
ging, mit immer neuen Anregungen aus seinem 
reichen Schatz an Erfahrung und Wissen. Allem 
Schönen des Lebens gegenüber war er auf- 
geschlossen, und mit abgeklärter Ruhe nahm er 
die Widerwärtigkeiten des Lebens entgegen. 

Es ist unmöglich, im Rahmen dieses kurzen Ab- 
risses den nachhaltigen Einfluß des Verstorbenen 
auf die Entwicklung der Ballistik erschöpfend dar- 
zustellen, und die wenigen Worte über seine Per- 
sönlichkeit können nur ein schwaches Abbild des 
geistvollen Menschen vermitteln, bei dem sich die 
praktische Erfahrung des Artilleristen mit un- 
zewöhnlicher mathematischer und physikalischer 
Begabung verband. Sein Tod hat eine Lücke in 
der deutschen Ballistik hinterlassen, die sich nicht 
leicht schließen wird. Alle, die ihn kannten, wer- 
den sich stets mit Stolz und Dankbarkeit dieses 
bedeutenden Mannes erinnern. 
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Berichtigung. 

In meiner Arbeit über den Spannungszustand der 
durch eine Einzelkraft im Innern beanspruchten 
Halbscheibe (Z. angew. Math. Mech. Bd. 12 (1932). 
Seite 343 bis 346) ist in den Gl. (11) auf Seite 346 in 
dem Ausdruck für o, das zweite Glied, nämlich 


y-+-8Sar+ba? 
1; 
richtig durch 
2 — dar — 2a? 
r3 
zu ersetzen. 
Melan. 228 


Wien. Ernst 
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